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mais bizarro e inexplicavel... Hd uma outra teoria que indica que isto jd aconteceu’

Douglas Adams



Resumo

Neste trabalho estudamos a questao da causalidade nas métricas de Godel e tipo-Godel. Em
seguida, examinamos o problema da violacao da causalidade nas gravitagoes modificadas
f(R) e f(R,T), onde R é o escalar de curvatura e T é o traco do tensor energia-momento
T,,. O problema da causalidade é investigado em trés situagoes: (i) considerando um
fluido perfeito como contetido de matéria do universo; (ii) o contetido de matéria é o fluido
perfeito mais um campo escalar; e (iii) tendo somente o campo escalar como fonte de

matéria.

Palavras-chaves: Universo tipo-Godel. Teorias f(R) de gravitagao. Teorias f(R,T) de

gravitacao.



Abstract

In this work we studied the causality issue on the Godel and type-Godel metrics. Then, we
examined the problem of violation of causality on the modified gravities f(R) and f(R,T),
where R is the curvature scalar and 7' is the trace of energy-momentum tensor 7),,. The
problem of causality is investigated in three situations: (i) it is considered a perfect fluid
as content of matter of universe; (ii) the content of matter is the perfect fluid plus a scalar

field; and (iii) we have only scalar field as source of matter.

Key-words: Godel’s type universe. f(R) theory of gravity. f(R,T) theory of gravity.
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1 Introducao

A tentativa de tornar as leis da fisica invariaveis sobre qualquer referencial fez
nascer a Teoria da Relatividade, que é dividida em Especial e Geral, e foi Albert Einstein

quem formulou dois postulados que sao pilares centrais dessas teorias:

1 - Todas as leis da natureza sdo as mesmas em todos os sistemas de referéncia

que se movam com velocidade uniforme.

2 - A wvelocidade de propagacio da luz no vicuo tem o mesmo valor para todos
0s observadores, nao importando o movimento da fonte ou do observador; a

velocidade de propagacdo da luz é wma constante e é a maior possivel.

O sucesso da Teoria da Relatividade Especial se deu pelo fato de seus resultados terem
sido confirmados experimentalmente, como exemplo, temos: a dilatacao temporal, que é
confirmada quase todos os dias em experimentacoes da fisica de particulas; a duracao das
vidas de particulas radioativas que se movem em grandes velocidades aumenta quando o
valor da velocidade ascende, esse acréscimo é previsto pela Teoria da Relatividade [1]. A
correcao periddica, devido o atraso, de reldégios atomicos presentes em satélites em alta
velocidade também é outro exemplo [2]. Como resultado dos postulados, Albert Einstein
também derivou a equacao E = mc?, que determina a energia de repouso de qualquer
objeto massivo. Isso significa que, a massa e a energia sao faces de uma mesma moeda.
Ou, em outras palavras, massa pode se transformar em energia e vice-versa. Outro fato
que explica o sucesso da Relatividade é o Principio da Correspondéncia: os resultados
da Teoria devem se resumir a Mecanica Classica quando o sistema descrever velocidades

baixas, se comparadas a velocidade da luz.

Dado o sucesso experimental da Teoria da Relatividade Especial, Albert Einstein
partiu para outro desafio. Segundo a sua convicgao, as leis da fisica deveriam ser expressas
em sistemas de referéncia acelerados ou nao e esta foi a sua motivacao inicial para descrever
a Teoria Geral da Relatividade. O Principio da Equivaléncia foi o ponto central para a
formulacao da Teoria Geral, e esta dividida em duas partes. Na primeira parte Einstein
percebeu que um recinto fechado, acelerado e longe de qualquer campo gravitacional é
um sistema equivalente a um recinto fechado em queda livre sobre a superficie de um
planeta. A aceleracao do primeiro sistema funciona como a gravitagdo de um planeta. E
por isso as leis da fisica dentro dos dois recintos seriam equivalentes. Nos dois casos, se
rolarmos uma bola sobre uma mesa, a bola, ao cair da borda descrevera uma trajetoria de
parabola. No caso de um feixe de luz emitido dentro de um recinto fechado, acelerado e

longe de qualquer campo gravitacional, a trajetoria também serd deslocada. Se o Principio
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da Equivaléncia é valido, o mesmo fenémeno deve acontecer num recinto fechado sobre a
superficie de um planeta. Como de fato acontece. O feixe de luz esta submetido a geometria
do espago-tempo, se a sua trajetoria se curva entao o espago-tempo por onde o feixe passou
esta curvo. A segunda parte do Principio de Equivaléncia versa sobre a igualdade das
massas inercial e massa gravitacional, que sao, a principio, definidas de formas distintas mas
com valores iguais. Essa foi a conclusao de Albert Einstein, a gravitacao é o encurvamento
do espago-tempo e quem gera essa curvatura é a matéria. A curvatura do espago-tempo
devido a presenca de matéria foi suficiente para explicar o avanco do periélio do planeta
Mercurio. Outra consequéncia, confirmada experimentalmente, é o atraso do relégio em
campos gravitacionais intensos [2], que é uma evidéncia indireta advinda do fenémeno
do desvio para o vermelho da luz emitida por atomos acelerados ou inseridos em campos

gravitacionais [3, 4].

Até o momento, citamos os resultados preditos pela Teoria da Relatividade e assim
notamos o quao consagrada é. No entanto, a Teoria, em especial a Geral possui alguns
desafios, os quais sdo tratados nesse trabalho. Alguns desses desafios sao as solugoes
exatas das equagoes de campo da Relatividade Geral (RG) que permitem a violagao da
causalidade. Uma delas foi proposta por Kurt Godel em 1949 [5]. O tipo de universo
desta solugao descreve um fluido perfeito sem pressao em rotacao, com simetria cilindrica,
sem expansao, com as linhas universo podendo seguir para o passado num espago-tempo
global. Essa trajetoria significa que sucessivos eventos no espaco-tempo podem seguir
para o passado, podendo influenciar eventos que ja aconteceram no passado. Isto viola
a causalidade!, onde, de maneira alguma eventos do futuro podem interferir eventos do
passado ou do presente. Ora, se a gravitacao descrita pela RG é tao consagrada, com
fendmenos preditos, entdo a Teoria prediz fenomenos com a causalidade sendo violada? Se
a cronologia for protegida por uma conjectura [6], a sujeicdo da RG a estes fend6menos
deve estar equivocada e a Teoria deve ser modificada. Mas este nao é o principal motivo
para se modificar a gravitacao. Na verdade, dificuldades com a quantizagao da gravitacao
de Einstein e de resultados da cosmologia sao as principais motivagoes e mesmo assim a

solugao de Godel tem sido obtida até o presente momento em todas modificagoes.

Nesta dissertacao, iremos estudar a solugao de Godel em gravitagoes modificadas,
mais especificamente nas teorias f(R) e f(R,T) de gravitagao, nas suas versoes métricas.
Teorias de gravitagao modificada tem motivagdes em cosmologia e na busca por uma
teoria de gravitacao quantica. Recentemente, descobriu-se que o universo se expande de
maneira acelerada [7, 8], uma provavel explicagao para esse quadro de evolucao é dada
pela existéncia de uma energia, chamada energia escura, intangivel, constituindo a maior
parte do universo e que acelera a expansiao do universo [9, 10, 11, 12]. Alguns modelos

foram propostos para explicar a energia escura, tais como: o modelo cosmolégico ACDM

1 Na causalidade um evento A que aconteceu no passado pode vir a causar um evento B no futuro (ou

presente), mas eventos do futuro ou do presente ndo podem causar eventos no passado.
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(A Cold Dark Matter) que ¢ uma das frentes de estudo da expansao acelerada do universo.
Nele, a constante cosmolégica A? é tomada como representacio da energia que acelera a
expansao do universo, que deve ser associada ao estado de energia mais baixo do vacuo. No
entanto, a medicao dessa energia pelas observagoes astrofisicas é enormemente discrepante
ao previsto pela teoria quantica de campos [13, 14]. Outros trabalhos tentam dar conta
da energia escura, com a descrigao de fluidos exéticos, por exemplo: quintesséncia [15],
phantom [16], k-esséncia [17], tdquions [18], gds de Chaplygin [19]. Mas ha outra frente
que tenta explicar a evolucao atual do universo, a qual modifica a acdo de Hilbert-Einstein,

por exemplo, duas delas sdo as teorias de gravitagdo f(R) e f(R,T) de gravitagao.

Nas teorias f(R) de gravitacao o escalar de curvatura R na acao de Hilbert-Einstein
é substituido por uma fungao f(R). Essas fungdes podem descrever a expansao acelerada
do universo e talvez a quantizagao da gravitacao [20, 21]. As teorias f(R) de gravitacao

tem sido vastamente investigadas, por exemplo [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28|.

As teorias f(R,T) de gravitagdo sdo uma generalizacao imediata das teorias f(R).
Nessas teorias, a lagrangiana Hilbert-Einstein tem o escalar de curvatura R substituido
por uma fungao f(R,T), que é funcdo do escalar de curvatura R e do trago do tensor
energia-momento 7. As motivacgoes para essa modificacdo sdo as mesmas da anterior,
acrescendo o fato da possibilidade da constante cosmolégica A(T') ser fungao do trago
do tensor energia-momento 7', que é um modelo de gravitagdo descrito em [29]. Além
disso, o trago T' pode representar também fluidos exéticos e efeitos quanticos [30]. As
teorias f(R,T) de gravitagdo sdo mais recentes do que as de f(R) e tem tomado a atencao
da comunidade académica com varios trabalhos divulgados desde 2011, por exemplo
(31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].

Esta dissertacao esta dividida como segue. O Capitulo 2 faz uma descrigdo sobre as
métricas de Godel e tipo-Godel, listando alguns detalhes sobre a violagao da causalidade
em ambos casos, assim como uma solucao tipo-Godel totalmente causal. No Capitulo 3,
descrevemos as solugoes tipo-Godel causais e ndo-causais nas teorias f(R) de gravitagao.
Em seguida, no Capitulo 4, o mesmo ¢ feito, mas para a gravitagao f(R,T). O Capitulo 5
é a Conclusao, onde discutimos os principais resultados deste trabalho académico. Por fim,

o Apéndice A, descreve em detalhes a métrica de Godel em coordenadas cilindricas.

2 Inserida por Einstein para que a sua teoria de gravitacio descrevesse um universo estatico mas que

fora descartada como o maior erro da sua vida, segundo ele mesmo.
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2 Meétrica de Godel

Em 1949, Kurt Godel propos uma solucao para as equacoes de Einstein com
constante cosmolédgica nao nula. Tal solugao é de espago-tempo homogéneo, gerado por um
fluido perfeito, com particulas a velocidade angular w (também chamada de vorticidade)
e representa um universo estatico com simetria cilindrica [5]. O elemento de linha desse

universo é dado pela seguinte expressao
6296
ds? = a? (dt2 —da? + 7oly2 —dz? + 2exdtdy> : (2.1)

ou, mais compactamente por

2x

ds? = a? [(dt +e*dy)? — da? — %dyQ - sz] , (2.2)
onde (t, x, y, z) sdo coordenadas retangulares e a constante real a di a dimensionalidade
[L] do intervalo. O artigo de K. Godel (1949) e a referéncia [41] citam varias caracteristicas
a respeito da métrica (2.1), dentre as quais, as mais importantes sdo: a homogeneidade do
espaco-tempo gerado pela métrica de Godel e a vorticidade da matéria w = 2/7Gp, onde
(G é a constante gravitacional e p é a densidade de matéria. E, além dessas, a propriedade
onde Godel afirma explicitamente que essa geometria permite viagem ao passado; em suas

palavras

“(...) it is theoretically possible (...) to travel into the past, or otherwise influence
the past.” !

Ou seja, a causalidade é violada. A causalidade é uma propriedade imposta a fisica clédssica,
devido a nogao de tempo absoluto; significa que eventos do presente/futuro s6 podem ser
causados por eventos do passado. Isto é, efeitos de eventos do presente/futuro nao devem
influenciar eventos do passado. Na relatividade especial a causalidade também é imposta,
mas a imposi¢ado é mais restritiva, pois, além do tempo ter de ascender do passado para
futuro, as linhas universo devem permanecer no interior do cone de luz. Na relatividade
geral a imposi¢cdo também ocorre, mas apenas localmente. Globalmente a curvatura do
espago-tempo pode inclinar o cone de luz de ponto a ponto e, a principio, o suficiente para
que o observador sobre uma trajetéria tipo-tempo possa interceptar novamente um evento
do passado. Essa volta é chamada de curva tipo-tempo fechada, ou CTC (Closed Timelike
Curve) [4].

1

“(...) é teoricamente possivel (...) viajar ao passado, ou de alguma maneira influenciar o passado” em
traducao livre.
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De fato, a solucao (2.1) permite CTCs. Elas ficam mais faceis de serem verificadas
procedendo com uma transformacao de coordenadas, das retangulares para cilindricas. As

leis de transformacao propostas por Godel sdo as seguintes

e” = cosh(2r) + cos ¢ senh(2r), (2.3)

ye” = \/2sen ¢ senh(2r), (2.4)

tan <¢ + t_%,) = e % tan <¢> : (2.5)

2 2V2 2
onde,
t—2t'| 7
< T 2.6
‘ <3 (26)
e7
z— 2z. (2.7)

Assim, somos levados a métrica (2.1) em coordenadas cilindricas [5][42]?
ds? = 4a? [df? — dr? — d2? + (senh’r — senh’ 1) d¢? + 2v2senh’ rdgdt] ,  (2.8)

onde as coordenadas (¢, r, ¢, z) sdo as coordenadas temporal, radial, azimutal e de altura,
respectivamente. Com a equagao (2.8) podemos estudar a violagdo da causalidade, para

tanto, considere a superficie definida por ¢t = r = z = const, restando em (2.8) o seguinte
ds* = 4a*senh®r (senh2 r— 1) de*. (2.9)

O resultado (2.9) denota uma trajetéria circular e fechada, pois depende somente da
coordenada azimutal ¢. No entanto, para termos uma trajetoria tipo-tempo o intervalo

deve ser positivo,
ds? > 0, (2.10)

resultando em
senh?®r > 1. (2.11)

Portanto, para regioes além do raio critico
r. = senh (1), (2.12)

a causalidade é violada, pois além desta distancia a geratriz do cone de luz aponta para
o passado. Para regioes r < r, = senhfl(l) o cone de luz aponta sempre para o futuro,
mantendo a causalidade, mas na éarea tipo-espago, sem interesse fisico [43, 44]. Isto serd

demonstrado na sec¢ao seguinte, para uma métrica tipo-Godel.

2 A referéncia [42] demonstra explicitamente como obter (2.8). Nesta dissertagdo, no apéndice A, faremos

uma demonstracao parecida, mas para uma outra escolha de pardmetro de geometria.
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O universo de Godel nao descreve as caracteristicas do universo real observavel
pois, segundo o principio cosmolédgico, o universo apresenta em todos os pontos o mesmo
aspecto, a menos de irregularidades locais, isto significa que nao hé direcao privilegiada.
Enquanto que no universo de Godel identificamos um eixo onde a matéria rotaciona com
intensidade w. No entanto, a geometria em questao soluciona as equagoes de Einstein, por
isso podemos toma-la como uma propriedade da gravitagao de Einstein. O interesse sobre
o universo de Godel, além da violagao da causalidade, é de verificar se é solugdo em teorias
de gravitagdes modificadas. De fato, isso ja foi verificado em algumas, como exemplo temos
a gravitacao f(R), como pode ser visto em [39, 45]. Na referéncia [46] encontra o universo
de Godel como solucao da gravitagao f(R,T) para fluido perfeito, deixando a violagao
da causalidade em aberto. Para a gravitacao Horava-Lifshitz, a referéncia [47] encontra
o universo de Godel como solugdo, gerando matéria exdtica, enquanto na referéncia [48]
somente a solugao tipo-Godel causal é permitida. No contexto da gravitacao modificada
pelo termo Chern-Simons as referéncias [49, 50] verificaram a geometria de Godel também

como solucao.

2.1 Meétrica tipo-Godel

H& uma sutil diferenca entre a métrica de Godel, proposta em 1949, e a métrica
tipo-Godel, citada até o momento e proposta pela referéncia [51], que é o objeto de estudo

desta sec¢ao .

A métrica de Godel foi fruto de estudo nos anos posteriores a 1949. Um dos trabalhos
de destaque é o de Raychaudhuri e Thakurta (1980) [52] investigando a homogeneidade
de uma classe de espacos-tempo de simetria cilindrica, da qual a métrica de Godel faz
parte. Outro trabalho importante foi o de Rebougas e Tiomno (1983) [51] verificando
as condicoes de homogeneidade unicamente para a métrica de Godel. Estuda ainda as
condigoes de homogeneidade de espago-tempo a referéncia [52] como suficientes para
obter um campo de cinco vetores de Killing linearmente independentes, e a solugao das
equagoes diferenciais resultantes desses vetores leva a uma generalizagao da métrica de
Godel, chamada de métrica tipo-Godel de espaco-tempo homogéneo. Por fim, dada a
generalizacdo da métrica de Godel, a referéncia [51] verifica a questao da causalidade,
obtendo solug¢ao completamente causal, completamente nao causal e com regides causais e

nao causais, em alternancia. Vejamos como estes ltimos resultados sao obtidos.

De inicio, em [51], a métrica de Godel tem uma forma sutilmente distinta®. Considere

3 Assim como na referéncia [41].
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as seguintes substituicoes

t — mit, dt — mdt,
r — mx, dr — mdzx,
Yy — my, dy — mdy, (2.13)
Z = mz, dz — mdz,
a? — 1/m?,
na métrica (2.1), para resultar
2max
ds? = dt? — da? + S—dy? — d=? 4 2¢™dtdy, (2.14)
ou, mais resumidamente
ds? = [dt + H(z)dy]” — da? — D(z)?dy? — d22, (2.15)
com
€m$

H(z)=€e™ e D(z) = (2.16)

ﬁ.
Observe que, nesta abordagem o pardmetro da geometria tem agora a dimensao 1/[L], isto
é requerido pois as dimensoes (¢, x,y, z) nessa abordagem possuem naturalmente dimensao
de comprimento, portanto, o parametro m é 1til para tornar o expoente das exponenciais

2max

e e em*

adimensionais. De modo analogo ao procedimento dado pelas equagoes de
transformacao (2.3), (2.4), (2.5) e (2.7), a métrica (2.14) pode ser reescrita na coordenadas

cilindricas, onde encontramos

ds? = [dt + H(r)dg]* — D(r)%d¢? — dr? — dz?, (2.17)
H(r) = Q\f senh? (W) , (2.18)
D(r)= ;Lsenh (mr) . (2.19)

O célculo para se obter a equagao (2.17) pode ser consultado no apéndice A.

O trabalho [51] identifica trés classes de solugoes tipo-Godel, devido a generalizagao
da métrica (2.15) e (2.17): (i) m? > 0, (ii) m? = 0 e (iii) m? < 0. Estas trés possibilidade
sao relagoes obtidas da solugao de equacoes diferenciais que surgem do calculo dos vetores
de Killing da métrica (2.14), que resulta numa relagdo entre os parametros da vorticidade

w e da geometria m. Vejamos tais solugoes:

(i) m? > 0: Para essa classe, a métrica de Godel pode ser reescrita com o pardmetro

de geometria m e a vorticidade w

4 2 1
ds? = |dt + m—u; senh? <TZT> dqb] —dr? - " senh®(mr)d¢? — dz2. (2.20)
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Quando m = /2w, a métrica de Godel (2.17) é recuperada.

(ii) m? = 0: Pode ser demonstrado diretamente de (2.20) quando m = 0. Assim,

ds® = (4t + wr?dg)” — dr® — r2dg? — 422, (2.21)
pois, .
. mr T
tim - senb (7)< 5,
e

1
lim — senh (mr) = r.
m—0 m

2

(iii) m?* = —pu? < 0: Para essa possibilidade, podemos estabelecer m — +iy em

(2.17), e obtemos
2 4w o (pr ’ 2 1 2 2 2
ds? = |dt + =2 sen () dg| — dr? — = sen?(ur)de? — 22, (2.22)
2 2 1

Uma vez que,

sinh(+iz) = +isenz.

Percebemos entao, que a métrica tipo-Godel de espaco-tempo homogéneo na forma
(2.20) é a forma mais geral. Pois desta expressao podemos obter outras classes de métricas
tipo-Godel, apenas ajustando o parametro de geometria m. Na sequéncia, vamos analisar

cada uma das classes acima.

A classe (i) pode gerar ou nao violagao da causalidade. Como demonstrado em [51],
quando a geometria (2.20) resolve as equagoes de campo de Einstein para uma distribuigao
de matéria-energia que soma fluido perfeito, campo escalar e campo eletromagnético, o
resultado sao equagoes diferenciais que descrevem um universo cilindrico relacionando a

sua vorticidade w e seu pardametro geométrico m da seguinte forma
4w? > m?. (2.23)

Portanto, tendo condigoes de explicitar (2.23), a causalidade da métrica (2.20), tomando

a superficie t = r = z = const , pode ser verificada na seguinte expressao

2
ds? = 4 senh? (W) l4w senh? (n;?n) — cosh? (n;r)] d¢?, (2.24)

m2 2 m?

que pode ser reescrita

4 mr 4? mr
2 2 2 2
ds® = = senh (2 > KWQ - 1) senh <2 ) - 1] do”. (2.25)

Para que o intervalo fechado (2.25) seja tipo-tempo, a expressao em colchetes deve ser

senh? ("2”) > (W - 1) o (2.26)

maior que zero, logo

m?2
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Portanto, para valores acima do raio critico r.
9 4 2 —-1/2
re = —sinh™ <“ - 1> : (2.27)

pode haver violagao da causalidade, dependendo da relacao entre os parametros m e w.
No limite de m — 2w, que é o caso (2.23), o raio critico tende ao infinito, r. — oo, entao
nessa situagao a causalidade é assegurada. O trabalho [51] é o primeiro a desenvolver
uma solucdo tipo-Godel das equagoes de Einstein descrevendo um universo causal de
espago-tempo homogéneo em rotagao. Naturalmente, no limite da métrica de Godel (2.17),
m — 2w, o raio critico é finito, implicando uma regido nao causal finita, pois

2
. = —sinh~!(1). 2.2
r msm (1) (2.28)

Para a classe (ii), (2.21), a violagdo da causalidade segue na expressao
ds?* = r*(w?r? — 1)d¢”. (2.29)

Logo, o raio critico para violagao da causalidade é igual a r. = 1/w.

A classe (iii), (2.22), possui uma violacao da causalidade distinta aos casos (i) e

(ii). Procedendo como antes, obtemos
4 4ew?
ds? = o sen? (“;) l(; + 1) sen? (“;) - 1] de?. (2.30)

Independente do valor em colchetes, o intervalo (2.30) é causal e tipo-luz, pois é nulo, para

valores
ur
“— =nm, para, n=0,1, 2, ---. (2.31)

2
Mas, para valores diferentes de (2.31) hé violagdo da causalidade, e o intervalo é tipo-tempo

4 2
(“; + 1) sen? (’”;T) > 1, (2.32)

quando

I
de fato, o seno quadrético na (2.32) é sempre positivo, por isso a viola¢ao da causalidade
acontece no intervalo

Hre 2n+1

<
nm 2\ 9

m, para, n=20, 1, 2, ---. (2.33)

No caso em que sen?(ur./2) = 1, os parametros se relacionam da seguinte maneira

w2

I > 0, (2.34)

que é um resultado redundante, uma vez que i e m sao reais. Entao, hé alternancia de

regioes causais e nao causais na métrica de classe (iii), obedecendo (2.33).
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Uma outra abordagem para estudar a violacao da causalidade da métrica de Godel
é verificar como se comporta o cone de luz que desliza sobre a dimensao radial. Para tanto,

considere a métrica (2.20), onde o intervalo é tipo-luz e as coordenadas sdo r = z = const

4w 1
0=|dt + senh2 ( ) d(ﬁ} — 3 senh?(mr)d¢?, (2.35)

daqui podemos escrever,

dt dw mr 1
4w () ~ senh .
10 g sen 5 + —sen (mr), (2.36)
ou ainda,
dt 2 mr 2w r
— = —senh ( — | |——senh h . :
49 msen<2>{ msen(2>icos(2ﬂ (2:37)

Considerando o diagrama espago-tempo com trés eixos: o temporal, radial e azimutal,
vemos que a derivada (2.37) indica a inclinagao da trajetéria tipo-luz, que é a geratriz
do cone de luz, entre os eixos temporal e azimutal. Esta inclinagao depende de r. Entao,
quando o cone de luz desliza sobre o eixo radial a sua inclinagao descende em relagao ao
eixo azimutal, segundo a derivada (2.37). Veja o que ocorre quando a inclinagao se anula

2w mr mr
— senh = +cosh [ — 2.
—sen ( 5 > Cos < 5 >, (2.38)

isolando o raio, que s6 pode ser positivo (eliminando o sinal +)

2 2
r = —coth™ ( w) (2.39)
m m

A equagao (2.39) fornece a posi¢ao no eixo radial r em que a inclinac¢do (2.37) se anula.

Quando m — V2w, que é a relacio da métrica de Godel, obtemos
2 -1
r = —coth ' V2, (2.40)
m

mas, coth™ /2 = senh™!(1), portanto, o raio encontrado é o raio critico 7. da equacio
(2.28). Isto é, a partir do raio critico 7. a trajetoria tipo-luz aponta para o passado. Isto
reforca a violacdo da causalidade. Veja a figura 2.1*. H4 ainda o caso em que m — 2w.
Nesse limite, na equagao (2.39), o raio tende ao infinito, tal como acontece na equagao

(2.27), i. e., a inclinagdo nunca se anula.

A correlacao entre o raio critico encontrado na abordagem anterior e a de agora
também ocorre na classe (ii), usando os mesmos argumentos para se obter a expressao
(2.35) e (2.37), obtemos a seguinte derivada

dt

P =r(—wr+1), (2.41)

4 Tmagem obtida da referéncia [53]
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Figura 2.1 — Um esbo¢o de como se comporta o cone de luz no espaco-tempo tipo-Godel
em cada folha ¢t = const. O cone de luz se inclina em relagdo a coordenada
azimutal ¢ enquando desliza sobre a direcao radial.

que se anula quando (eliminando novamente o sinal +)

(2.42)

1
re = —.
w
Para a classe (iii), utilizando o mesmo procedimento para se obter (2.41) e (2.40),

temos o seguinte resultado

dt 2 2
= = Zsen? <E> ~2 4ot (E> . (2.43)
do pn 2 I 2

Veja que a presenga de sen?(ur/2) garante a ciclicidade da violagao da causalidade, variando

de 0 a 1. A outra situagdo em que a derivada se anula é quando

2 2
r=—cot (_w) . (2.44)
[ p

Observe que para grandes valores de p o raio tende a zero, enquanto que para pequenos

valores de p o raio se aproxima de 1.

Neste capitulo, abordamos a questao da causalidade da métrica de Godel e da
métrica tipo-Godel proposta por [51]. Vemos também que, com a generalizacdo da métrica
de Godel podemos obter solugoes causais mas que tenham a forma do universo em rotagao
de Godel. E, por fim, abordamos a causalidade da métrica tipo-Godel, com a derivada,

indicando a inclinacao entre a trajetoria da linha universo em relacao a r.
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3 Gravitacao f(R)

As teorias modificadas de gravitacao tem sido estudadas nos ultimos anos devidos
as dificuldades surgidas nos contextos da fisica das altas energias, cosmologia e astrofisica.
Uma das teorias modificadas em discussao sao as que envolvem expressoes de ordem
superior do escalar de curvatura R. A gravitagdo f(R), sendo f uma funcao do escalar
R, engloba qualquer alternativa de escalares de curvatura de ordem superior [20, 21]. Na
década de 1960, surgiram indicagdes de que problemas com Relatividade Geral (RG) tinham
fundamentos, pois nesse contexto a gravitagao nao é renormalizavel e por isso ndo pode ser
quantizada. Utiyama e DeWitt (1962) [54] verificaram que a renormalizagao a 1-loop da
gravitacdo demanda termos de curvatura de ordem superior. Mais tarde, Stelle (1977) [55]
mostrou que agoes com curvaturas de ordem superior sao de fato renormalizaveis mas nao
a unidade, como na teoria quantica usual. Os trabalhos [54, 55| denotam o interesse na
quantizagao da gravitacao, de modo a modificar a acao de Hilbert-Einstein com a inclusao
de termos de escalar de curvatura R de ordem superior. Mas a relevancia da quantizacao
se restringe as altas energias, i. e., corregoes na RG sao consideradas efetivas na escala
de comprimento de Planck, consequentemente também no inicio do universo e regioes
préoximas da singularidade de buracos negros, regides de altas energias. Isso se deve ao
Principio da Correspondéncia, onde a teoria cientifica nova deve convergir ao ambito da

teoria antiga.

No contexto da cosmologia, os trabalhos de Pelmuter et al. (1998) [7] e Riess et al.
(1998) [8] anunciaram a descoberta da expanséo acelerada do universo. Uma possibilidade
que pode explicar a expansao acelerada do Universo é dada a um tipo de energia, chamada
de escura. A energia escura é tomada como uma das componentes do universo e sua
origem é desconhecida, por isso o seu adjetivo escura. Esta componente nao se aglutina
como matéria ordinaria e atua antigravitacionalmente, pois expande aceleradamente a

matéria-energia contida no Universo.

A luz dessas fortes evidéncias, modelos de gravitacdo tem surgido para explica-las.
Um dos mais estudados é o modelo ACDM (A - Cold Dark Matter) onde a constante
cosmologica A representa a energia escura. O termo CDM representa a distribuicao da
matéria escura. Os trabalhos de Zwicky (1933) [56] e Rubin e Ford (1970) [57] dissertam
sobre a medicao da velocidade de rotacao de galdxias e aglomerados. As medigoes resultaram
em valores maiores do que o esperado. Para dar conta dessa discrepancia foi proposto a
matéria escura, um tipo de matéria que nao absorve/emite luz, fracamente detectével e com
propriedades gravitacionais; as pesquisas sobre a matéria escura estdo na linha de frente
da fisica de particulas. Ja a energia escura é interpretada como a energia de vacuo, mas

com sérias contradi¢gdes com a teoria quantica campos. Observagoes astrofisicas estimam
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um valor imensamente menor se comparado ao resultado obtido pela teoria quantica de
campos. A esta discrepancia foi dada o nome de problema da constante cosmoldgica [13, 14].
Além desse problema, o modelo ACDM atua somente como um ajuste as observacoes, nao
explicando a origem ou descrevendo em detalhes a energia escura e a matéria escura. Mesmo
com o pesar dos desafios das componentes escuras do universo, elas sdo extremamente
influentes no atual quadro de formacao do Universo, segundo pesquisas de observagoes
astrofisicas e cosmolodgicas, da sonda Planck por exemplo, o Universo é constituido de

4,9% de matéria ordinaria, 26,8% de matéria escura e 68,3% de energia escura [58].

Por isso, devido as motivagoes da teoria quantica de campos e a cosmologia
observacional, a gravitagdo deve ser modificada. A for¢ca que modela as grandes distancias
¢ a gravidade. Tomando a possibilidade da gravitagao einsteniana nao estar correta a
grandes distancias podemos entao considerar generalizar o escalar de curvatura na acao de

Hilbert-Einstein por uma func¢ao sua, de modo que

Lo N Y
S—ZKQ/dx\/_gR%—Sm N S—%z/dx\/_gf(R)jLSm. (3.1)

Esta generalizagao lida com a tentativa de explicar fendomenos cosmoldgicos e a quantizacao
da gravitagao sem lancar mao de fluidos exéticos. Pode ser que haja um modelo de
gravitacao f(R) que dé explicagdes sobre a massa faltante e da expansao acelerada do
universo e seja renormalizavel. Além disso, as teorias f(R) podem funcionar como uma

teoria de tentativa ! de um modo a obter alguma compreensao sobre a gravitacao.

Na literatura existem duas maneiras de lidar com a acao de Hilbert-Einstein: a
variagdo em relagdo a métrica, a mais usual, e a variacao com relagdo a métrica e a conexao,
tomando-as independentes uma da outra, mas tendo a a¢do da matéria dependente somente
da métrica. Esta tltima é a abordagem de Palatini, também alvo de pesquisa, por exemplo
[59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66]. H4 ainda a abordagem considerando, adicionalmente as
duas citadas, a variacao da acao de matéria em relacao a métrica e a conexao também.
Esta é a abordagem métrica-afim, com os trabalhos listados na referéncia [67, 68, 69, 70].
Na RG, as abordagens da métrica e Palatini resultam nas mesmas equagoes de campo,

mas os resultados se diferem no &mbito da gravitacao f(R) [20].

Apés um panorama da gravitagdo f(R) vejamos a seguir a demonstracao das

equagoes de campo. Usando o principio de minima agao
08 =0, (3.2)

onde a variacao é realizada em relagao a métrica iremos ter que

58 = 222 / d*z0 [/=gf(R) + 26> S| . (3.3)

55 = 222 / d'z [V=gdf + 6 (vV=g) f + 2505y, (3.4)

L Toy theory.
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1 4 0 20
- V=g 2% of, :
05 = 35 /d . [ g(sgaﬁ o If+ 5gaﬁ 5g (3.5)
Neste passo, trabalharemos com a primeira variagdo no integrando da expressao (3.5)
df df
0f = 50R = T50(Ra hy, 3.6
f= L 8(Rasg™) (3.
daf
6f = 1p (0Rapg™ + Rapdg®?) (3.7)
df [0R
of = — B2 5928 g 5g°° | . .
d dR(égaﬂ 979" + Rapdg > (3.8)
A equagdo (3.8) pode ser reescrita de modo adequado
of < ap  df oR,,
Rop + g™ —2% | 5g°°. 3.9
5g289" dR( s+ 5ga/3> 9 (3.9)

Inserindo o resultado (3.9) em (3.5)

2K2

1 4 |0V—yg LOR,, 205m | ¢ ap
0S5 = /d T [ 57 J+vV=39fr| Rag + 9" 5g°P + 2k 3o 09", (3.10)
com fr = df(R)/dR. Para avangar mais, basta usarmos as relagoes seguintes [4, 71]

VETES —7‘2_9%559“5, (3.11)

ORf,, = VIl —V,0T% . (3.12)
Para uma relagao de 5F2V basta usarmos
Thy = 0T, (3.13)

onde I',,,, sao os simbolos de Christoffel

1

Ly = 2 (Ovun + OuGun — Ongpu) - (3.14)
Variando I' em relagao a métrica
ST, = 8(9 T ) = 0™ T g + G "6T . (3.15)
Usando dg"” = —g"? g dg,, podemos escrever [71]
5F/’)V = —g’\pg”"égp(,l“wn + ;g’\”(ayég,m + 0,0Gun — 0y0Guum)- (3.16)

Nesse passo trocamos n — p, fatoramos g*/2 e subimos o indice de T',,, para obter

1
ory, = 59”(—269@;” + 0469up + 040Gy — 0,09,)- (3.17)
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Com algumas manipulac¢oes teremos

0Ty, = ;g” (9009p = T5,0G00 — 10,090
+ (040900 — D000 — T5,000 )
~ (009 = 10,000 — T5,0004)| - (3.18)
Cada expressao em parenteses de (3.18) corresponde a uma derivada covariante, entao
oI, = ;g’\p(VVchM) +Vu09up — V00, (3.19)
Contraindo em (3.12) os indices p e A obtemos que

OR,, = OR.,, = V0%, — V,00%,. (3.20)

wpv

Com (3.11), (3.19) e (3.20) em (3.10) podemos prosseguir com os seguintes passos

1 /__
0S8 = — /d4x [—2ggagf +v—9fr <Ra5 + g

2K2

vV, o0y, —V,ore,
dgoP

+2m2(‘;5;’;1 5™, (3.21)

1 1
5= 90 /d4x VI [(Ra,@fR - 29a5f> 09" + f¥, (9"OTs, — g"oT,)
2k?
N ssL (3.22
e

O integrando do meio da integral (3.22) pode ser integrado por partes
1 ga « v v
05 =55 / d*z\/—g [(fRRaﬁ —~ Tﬁ f) 3g°% — (g™ or%, — g"*6T,,) V, fr

2k

NS

+ 554 . (3.23)

Vamos trabalhar com o segundo integrando de (3.23)

1
g“”drﬁu - gupgrzu - igw/gpa (vuégow + Vy0Gau — Va&glw)

1
- §gupgua (Vu(;goa/ + Vu(sgau - Vocéguy> s (324)

1
guyérﬁp - gﬂpérzu = B (g;wgpav“(sgay + 9" 9" V0090 — 9" 9"V ad g

9 gl’ ;I-Légal/ 9 gy ;Végau g QV ;a(;guy) . (325)
Usando 5{]' V= —g‘ g 1/59 y OblelllOS que
af

1
gory, — ghtory, = 3 (=V, 06" —V,09"7 — g""'NV 69,

— "NV + YV, 0g” — Vadg?), (3.26)
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§OTY, — g8, = —V,00" — ¢ ¢V b4, (3.27)
Neste passo usamos ¢g"/dg,, = —d¢"*g,, [71] para reescrever (3.27)
g ory , — g'ory = =V 09" + g"*Vodgh. (3.28)

Retornando & integral ficamos com

1 [0} o (e}
35 = gz [ A0V | (Fbus = 5577) 80° + (Vg = 9 Vubef) Vo
o
Vam'/

Prosseguindo com uma nova integragao por partes no segundo integrando, mas antes, a

5574 . (3.29)

expressao € readequada para
[a'a(89" = 6V o8g) Vo = [ A2V, (09" — ¢700)9 fr (3.30)
Apés a integracao por partes, obtemos
[ a'5(V,89" — 6V abg)V = — [ d'(6g" — g0V, fa (3:31)
Aqui, fatoraremos §¢g*?
/ d*z (V09" — g°°Vu0gl )V o fr = — / d'z(VaVsfr = gapg" ViV fr)og™”.  (3.32)

Com isso, podemos fatorar 6¢g® na integral (3.29)

0=405= 1/d4x\/—g
2k2

Ja
frBas = 757 f = (VaV5 = gasD) fr
2% 6Sp, 507

+ 3.33
V—g0g°° (3:33)
A variagdo da métrica é arbitraria, logo, o integrando deve ser nulo [20, 21, 72]
f

fRRaB - §gaﬁ - (vavﬁ - gaBD)fR = 52Ta,@7 (334)
onde T, ¢ o tensor energia-momento, definido como
2 0S5,

Top = (3.35)

V=gdg°%
A expressao (3.34) representa as equagoes de campo das teorias f(R) na formulacdo da

métrica. A forma contraida das equagoes de campo (3.34) é

frR —2f +30fr = x°T. (3.36)
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3.1 Solucdo tipo-Gédel na gravitacdo f(R)

A seguir prosseguiremos com os calculos para obter equag¢des de movimento que
descrevam um universo tipo-Godel na gravitagdo f(R). Nesse contexto, a métrica tipo-

Godel (2.20) é reescrita, para deixar os cdlculos mais simples, usamos a base tetrada?
ds? = n4p00° = (0°)% — (01)% — (6*)* — (6°)?, (3.37)
onde map = (1,—1,—-1,—1) e

0° =dt + H(r)dep, 6'=dr,

6> = D(r)de, 6% = dz. (3.38)

Para a geometria tipo-Godel o escalar de curvatura toma um valor constante R = 2(m?—w?),
assim, qualquer derivada da expressao fr se anula. As equagdes de campo e a sua forma

contraida se resumem, respectivamente, as

frBaB — JQCUAB = k*Tag, (3.39)

frR —2f = K°T. (3.40)

As equagoes (3.39) e (3.40) podem ser combinadas para resultar em
1
frGap = K*Tap — i(f + k*T)nap. (3.41)
Enquanto que as componentes nao nulas dos tensor de Einstein se resumem as [39, 51]

a2 2 _ 2
Goo = 3w —m*, G = Gop = w?,

3.42
G33 = TTL2 — w2. ( )

Para uma solucao tipo-Godel nao-causal a fonte de energia-matéria é o fluido

perfeito, cujo tensor energia momento é dado por
M) _ _ 3.43
ap = (p+p)uaup — pnas, (3.43)

para um 4-vetor comével ugq = (1,0,0,0). Para essa escolha de 4-vetor, o trago do tensor

energia-momento vale
T = p — 3p. (3.44)

Portanto, as equagoes de campo (3.41) se resumem as

frGap = K*Tap — ; Lf +(p+3p)]. (3.45)

Que pode ser vista com algum detalhe no Apéndice C

2
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Inserindo os coeficientes do tensor de Einstein (3.42) e o conteido de matéria-energia

(3.43) nas equagoes de campo (3.45) obtemos as seguintes equagoes de campos

230 — m2) fr+ f = K2(p+ 3p), (3.46)
22— f = K p—p), (3.47)
2m? — w?) fr— = K¥(p—p). (3.48)

As equacgoes (3.46), (3.47) e (3.48) formam um sistema. Subtraindo as duas tltimas
expressoes encontramos

(2w? —m?) fr = 0. (3.49)

A derivada fr é arbitraria, por isso, para que (3.49) seja verdadeira, os pardmetros devem
se relacionar do seguinte modo

2w? = m?. (3.50)

Mas a relagao (3.50) é justamente a de Godel. Com essa igualdade temos a métrica de

Godel em (2.20). Portanto, as equagoes de campo obtidas nesse contexto se resumem as

m*fr+ f = rx*(p+ 3p), (3.51)
mifn— f = r3p—p). (3.52)

Combinando as equagoes (3.51) e (3.52) obtemos
| =2r%p, (3.53)

que, quando inserida em (3.51) e (3.52) tem-se

K’ p =m?fr — ‘; (3.54)

As equagoes (3.53) e (3.54) descrevem um universo tipo-Godel ndo-causal, gerado por um

fluido perfeito. Perceba que podemos isolar o pardmetro de geometria m

2%+ f
m=\ o (3.55)

Com o parametro explicitado em (3.55) podemos entao escrever o raio critico (2.28) em

termos da expressao f(R)

2fr

o -1
Te = ZSenh (].) m

(3.56)

Vemos entao que o raio critico tem um valor finito e depende das expressoes f(R), sua
derivada fr e do contetdo de matéria p. O resultado (3.56) se estende para qualquer teoria
f(R) de gravitagao desde que fr > 0 [39].
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Em particular, para f(R) = R = 2(m? — w?) = 2w?, pois 2w? = m?, temos

1
.= 2senh (1)) ———. 3.57
r senh ™ ( )”/@2p+w2 (3.57)

A solugao tipo-Godel gerada por um fluido perfeito na gravitagao f(R) é inevita-

velmente nao-causal.

Vejamos o resultado para o caso em que a fonte de matéria-energia é a soma de

uma distribuigao de fluido perfeito com campo escalar, ou seja,

Tup =TS0 + 10, (3.58)

(M)

onde Tz’ é o fluido perfeito descrito em (3.43) e Tjg%) ¢ o tensor energia-momento de

campo escalar dado por
1
TS5 = 04%0® — Snann™ 0y POy, (3.59)

onde as derivadas sio em relacio a base local 4 = e!dz®. Para um caso simples de
campo escalar
®(2) = ez + const, (3.60)

que satisfaz a equacao de Klein-Gordon nao massiva, vamos obter de forma explicita as

componentes do tensor energia-momento de campo escalar, que pode ser escrito como
= (0a®)ely) (D5P)es) — f(a ®)efy) (0,P)elnyn™  nap. (3.61)
AB B M TAB
Para prosseguir, vejamos como obter cada vetor base (! da base tetrada 04 = e dz®:

0° =dt + H(z)dy, 0'=dz,

3.62
6? = D(z)dy, 03 = dz. (3.62)
Portanto,
)=l — (3.63)
egl) =1, 652) =D, e:(f) 1 '
Com o vetor de base invertido definido por e(A = 07, prosseguimos para
=1, e\ =—H/D
© @ 7/1 , (3.64)
6(1) - 1, 6(2) - D 5 6(3) - 1
Assim, vemos que as derivadas do campo escalar podem ser escritas como
(@aq))e?A) = 65?A). (365)
Logo, os coeficientes nao nulos do tensor energia-momento em questao sao
o2
s s 5
Ty = -TH = -Tp) = T3 = - (3.66)

2
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E o trago do tensor energia-momento 7T'4p vale

T =T8I + TP = p—3p + €. (3.67)

Agora podemos inserir os coeficientes do tensor de Einstein (3.42) e o conteido de

matéria-energia (3.59) e (3.67) nas equagoes de campo (3.41), o que resulta em

2w? —m?) fr+ f = 3o+ 3p), (3.68)
2°fr = [ =K (p—p), (3.69)
2(m?* —w?) fr — f = K*(p — p) + 2K%e% (3.70)

As trés equagoes acimas podem ser combinadas de modo a isolar os parametros associados

a matéria-energia: p, p e e

(6w? — mQ)fQR - J; = Kp, (3.71)
(2w? — m2)‘];R + J; = K’p, (3.72)
(m? — 2w) fr = K?e”. (3.73)

Perceba que a presenca de k?e® na equagao (3.73) nao permite que m? = 2w?. Por isso, a
violacdo da causalidade ndo ¢ permitida. Em particular, para um universo causal 4w? = m?,

como em (2.23), as equagdes de campo (3.71), (3.72) e (3.73) se resumem em

m? = 4w?, (3.74)
K2e?
= 3.75
fR 2002 ) ( )
K’p = —Kk%’p = —wifr+ f/2. (3.76)

As equagdes de campo (3.74), (3.75) e (3.76) descrevem um universo tipo-Godel causal,

com pressao negativa, nas teorias de gravitacao f(R) [39].

Para o caso do tensor energia-momento ser somente o campo escalar (3.59), (3.60)

e com T = €2, as equacoes de campo se resumem em

(3w? — m?) fr + ‘; =0, (3.77)
W fr — JQC =0, (3.78)
(m? — W) fr — JQC = K%’ (3.79)
Combinando (3.78) e (3.79)
(m? — 2w?) fr = K€ (3.80)

De outra maneira, combinando (3.77) com (3.78) temos 4w? = m?  que ¢ justamente a

relagdo que torna a métrica tipo-Godel completamente causal. Agora, a causalidade é



Capitulo 3. Gravitagdo f(R) 30

espontanea
m? = 4w?, (3.81)
Kk2e?
fr=5 3 (3.82)
f = r%* (3.83)

As equagoes (3.81), (3.82) e (3.83) descrevem um universo tipo-Godel causal, gerado por

campo escalar, com auséncia de fluido perfeito [39].
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4 Gravitacao f(R,T)

A prépria gravitagdo f(R) possui estudos no sentindo de generaliza-la. Uma
generalizagao da gravitagdo f(R) foi proposta em [73] com a inclusdo de um acoplamento
de uma funcao arbitraria do escalar de Ricci com a lagrangiana de matéria. Como resultado
desse acoplamento, o movimento de uma particula massiva ndo segue naturalmente uma
geodésica, sendo necessaria uma forga extra ortogonal a sua 4-velocidade. O trabalho
[29] descreve uma gravitagao de Einstein com a constante cosmolégica dependente do
trago do tensor energia-momento: A = A(T'), conhecida como gravitagao A(T). Este
modelo de gravitacao possui os mesmos resultados das teorias de gravitacao f(R) na
formulagao Palatini para a dindmica do universo observavel. No entanto, a gravitacao A(T)
tem mais condigoes de produzir modelos cosmologicos que incluam efeitos observados na
astrofisica, por isso ela é tomada como uma teoria de gravitagao mais geral do que a f(R)
na abordagem Palatini. Além disso, dados cosmoldgicos recentes indicam que a constante
cosmolégica possa ser variavel, o que endossa a gravitagao A(T'), uma vez que o tensor
energia-momento pode vir a representar diferentes distribui¢oes de energia-matéria para
diferentes eras cosmoldgicas. Nesse sentido, podemos entao reunir as gravitagoes A(T') e
f(R) para f(R,T). A presenga de T pode representar fluidos ex6ticos imperfeitos e efeitos
quanticos. E preciso ressaltar que no estudo da gravitacio a letra T’ também é usada para
representar o escalar de tor¢ao. Portanto, é preciso cuidado e separar o que se entende por
gravitacao f(T') [74], representando torsao, e gravitacao f(R,T), tendo o trago do tensor

energia-momento representado por 7.

Nesse sentido, o trabalho [30] propoem a gravitacao f(R,T'). Para obtermos as
equagoes de campos procedemos com a generalizacao R — f(R,T) na lagrangiana de

Hilbert-Einstein e assim obtemos

S = 2}# [ e [VEaF(RT) + 26 gL, (4.1)

As equacoes de campos sao obtidas variando a a¢ao acima em relacdo a métrica. Neste

caso, teremos também a variagdo do trago do tensor energia-momento em relagao a métrica

1
0=465= 52 /d4x [&/—gf + v —gjjj;éR + \/—gg‘;éT + 2/@25(\/—g£m)] . (4.2)
renomeando as derivadas fr = df/dT e fgr = df/dR, ficamos com

0= og [ A0 [5V/=0F + V=0 fRiR+ VG fr0T + 265/ L)) . (43)
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Veja que os dois primeiros integrandos ja foram calculados entre os passos (3.6), (3.20) e
(3.33), por isso

oT

ogH

L 26 6(/=gEn)
V=g g

A integral (4.4) s6 é nula se o integrando for nulo, pois a variagdo da métrica é arbitraria

—2 0(v—=9Lm)
V=g g

1 v
0= @ /d4l’\/ —g lfRR;w - %f - (VMVV o gHVlj)fR + fT

] 5g" . (4.4)

oT
4.
dgrv’ (4.5)

fRRuu - g2ﬂf - (Vuvu - g,uulj)fR = ’12 [

|-

onde

=2 8(y=gLw)
T,, = Ve (4.6)

Resta entao, determinar uma expressao para 67" /dgH”.

oT . 5(gaﬁTo¢ﬁ> . 5905T af8 5Toz/3

= = 4.
(Sgl“’ 6guu 6g,ul/ af 6guu ’ ( 7>
oT
5gw = T + O (4.8)
com 5T
— aptaB
Ow =y Sg (4.9)

Para prosseguir, vejamos que o tensor energia-momento, dado em (4.6), pode ser reescrito

T, —2 (%9, \/—_aﬁm : (4.10)

p = \/__g 59MV m+ gagllu
Com (3.11) avangamos para
oL,
T,uz/ = g,twﬁm - Qaguy~ (411)
Com isso, podemos prosseguir com (4.9)
J oL
O =g’ aslm — 25— | | 4.12
w=9" (9 8 Qqaﬁ) (4.12)
0Gap oL 0*L
O = 9" | =L+ Gap—r | = 29%P 4.13
13 g (59”’” + g B 69‘“‘”) g 8gul,aga6 ( )
Neste passo substituimos (4.11) na equagdao acima
09a O*L,,
Opr = 9™ L0 L 4 0G0, L — 2T, — 247 (4.14)

gt
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O primeiro termo da equagio (4.14) pode ser reescrito como usando ¢*90gas = —gasdg™?,
para, em seguida, obtermos
0L,

@#V = —QTMV + g,u,uﬁm — 2ga W

(4.15)

Caso o tensor energia-momento represente um fluido perfeito, a lagrangiana de matéria
deve assumir LM = —p, resultando em

o) = 270D — pg,,. (4.16)

nuv

Perceba que, devido a variacao do traco do tensor energia-momento em relacao a métrica,
as equagoes de campos das teorias f(R,T') de gravitagdo dependem da fonte de matéria
dada pela lagrangiana de matéria £,,. No caso de uma fonte de campo escalar, dada pela
lagrangiana

LY = g*°Va6V s, (4.17)

o tensor ©,, assume a forma [30]

©)
0¥ = _T(S) + T—gﬂy. (4.18)

nv 7% 2

Quando a fonte de matéria é a soma de fluido perfeito com campo escalar devemos proceder

com a seguinte soma
Lo =L 4 L5 = —p+ ¢°V 0V 30, (4.19)

que deve ser inserida na expressao (4.11)

oLLD oLy

T = gu L) — 21— g T gLl — 2 (4.20)
Hv

T =T0D +T). (4.21)

Agora podemos prosseguir com a substituicao das lagrangianas (4.19) na expressao (4.15)

OLM) L)
0, = —27TWM 4 uﬁ(M) g _“Zm __ _ op(S) 4 Z,E(S) — ¢ _ZTm - (4.22
K uv I g agyyagaﬂ uv Iu g agyyagaﬂ ( )
a1 4 () (1) s, T
O =0, +06) =217 —pg., — T, + 5 Juv- (4.23)

Assim, temos a forma do tensor O, para uma fonte de fluido perfeito mais campo escalar,
que serd tutil nas préximas se¢oes. E estamos aptos para escrever as equagoes de campo da

gravitagao f(R,T), a equagao (4.5) se torna em

SRR — g“”f(R T) = (VuVy = 9O fr = 6T — fr(Tw + Ou), (4.24)
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enquanto que a sua forma contraida é representado por
frR+30fr — 2f(R,T) = &°T — fr(T + ©), (4.25)

onde as derivadas fr e fr sdo, a principio fungoes de R e T, respectivamente.

Na literatura, ha varios trabalhos que estudam a divergéncia do tensor energia-
momento na gravitacao f(R,T), por exemplo, a referéncia [30] além de divulgar a fungao

f(R,T), também divulga a seguinte divergéncia

fr
VHT;U/ = ﬂ [(T;“, + 6#1/) VM ln fT + V“@MV} . (426)
Percebe-se que o tensor energia-momento nao se conserva. Isso tem efeito na geodésica
de particulas teste, sendo necessaria a presenca de uma forga extra e ortogonal a sua
4-velocidade. No entanto, o trabalho de Barrientos e Rubilar (2014) [75] demonstram que

o artigo [30] divulga uma expressdo errada para a conservacao, sendo a correta a seguinte

VHT[J,I/ = fT (Tuy + @”y) V#1n fT + V“@’uy —

K% — fr

influenciando na expressao da geodésica de particulas teste. Sendo ainda necessaria uma

G
2

VAT (4.27)

forca extra. De qualquer maneira, percebe-se que o tensor energia-momento nao se conserva
no caso em que fr # 0, mas a trajetéria geodésica so é obtida quando a pressdo também
¢ nula. O artigo [76], de Alvarenga et al. (2013) também obtém o mesmo resultado
(4.27). Neste trabalho o problema da conservagao do tensor energia-momento é superado
ao demonstrar que funcoes f(R,T) podem ser construidas para tanto. Assumindo que
f(R,T)=g(R)+ h(T), sendo a fungao h(T') o alvo a ser reconstruido de modo a evitar
o problema da conservacao, no contexto de fluido perfeito e da geometria Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). O artigo [77] também estuda uma forma de construir uma
teoria f(R,T) de gravitagdo a luz de um universo FRW de geometria plana gerado por
um fluido perfeito. A construgao da func¢ao h(7T) se da para dois casos de expansao do
universo a de de Sitter e a de baixa poténcia. A teoria em questao descreve adequadamente
a evolugao do universo em seu inicio e em seu recente quadro de formagao. Os trabalhos
[78, 79] também seguem o mesmo caminho com resultados parecidos. Enquanto que os
trabalhos [80, 81] tratam sobre questoes termodindmicas de um universo FRW gerado por
fluido perfeito no contexto da gravitacao f(R,T'). Verificando que a termodinamica desses

casos nao é de equilibrio devido a presenca de um termo adicional de entropia.

4.1 Solucdo tipo-Godel na gravitacdo f(R,T)

Como na segao 3.1 iremos prosseguir os cdlculos com a base tetrada (3.37) e (3.38).

Com isso, tomamos a equagao (4.24) na base em questao

frRAB — ]2077,43 = k*Tap — fr(Tap + Oag). (4.28)
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Na geometria tipo-Godel o escalar de curvatura assume o valor R = 2(m? — w?), por isso

a derivada de fr na equacao (4.28) desaparece e a forma contraida de (4.25) se resume a
f=frR+ fr(T+0)— kT — f. (4.29)

Agora, substituindo (4.29) em (4.25) temos

frGap = K*Tap — fr(Tap +Oap) — ; [f + /T — fr (T + @)} NAB- (4.30)

Ressaltando que se f(R,T) — f(R) temos a equagao (3.45).

A solugao nao-causal nesse contexto é o primeiro resultado do artigo [40]. A fonte
de matéria que se relaciona com a geometria tipo-Godel e gera solugdo nao-causal é a de
um fluido perfeito, dada pelo tensor energia-momento (3.43), com densidade de energia p

e pressao p. Na base tetrada, o tensor © assume a forma
oYy = —2T%s — pias, (4.31)
onde a sua forma contraida é dada por
Ol = @YPnP =2(p — p). (4.32)

Substituindo (3.43), (4.31), (3.44) e (4.32) em (4.30) obtemos que

frGap = &% [(p + p)uaup — pnag] + fr(p + p)uaup

- ; [f + K&%(p = 3p) + fr(p —l—P)] Nap. (4.33)

As equacoes de campo sao calculadas usando os coeficientes do tensor de Einstein

(3.42), a 4-velocidade comédvel uy = (1,0,0,0) e o tensor métrico de Minkowski nap =

diag(1, —1,—1,—1). As componentes nao nulas da equagao (4.33) sdo

2fr(3w? —m?) + f = &*(p+3p) + fr(p +p), (4.34)
2frw* — f = K*(p—p) + fr(p+p), (4.35)
2fr(m* —w?®) = f = K*(p—p) + fr(p+ D). (4.36)

Da equagcao (4.35) subtraimos (4.36) para obter
(2w* —m?) fr = 0. (4.37)

Que é o resultado similar ao obtido no trabalho [39]. A derivada da funcao f em relacao
ao escalar de curvatura R deve fr > 0 de modo que massas tipo-ghost sejam evitadas,

como discutidos em [39]. Por isso devemos assumir que

2w? = m?. (4.38)
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Como na secao 3.1, a igualdade (4.38) nos leva diretamente para geometria de Godel
(2.1) ao considerarmos o fluido perfeito como fonte de matéria. Por isso, ao assumir (4.38)

podemos reescrever as equagoes de campo (4.34), (4.35) e (4.36) e obtermos

m’fr+ [ =r(p+3p) + fr(p+p), (4.39)
m*fr— =k p—p)+ fr(p+p), (4.40)

que ao serem subtraidas obtemos
f=2x%p. (4.41)

A substituigao de (4.41) em (4.39) e/ou (4.40) resulta em

. 2620+ f + 2fr(p +p) (4.42)
B 2fr ' '

Novamente, se f(R,T) — f(R) retornamos ao resultado (3.55). Com (4.42) podemos

explicitar a relagdo do raio critico para violagao da causalidade (2.28)

2fr

220+ [+ 2f7(p+p) (4.43)

re =2 senh_l(l)\/

A causalidade também é violada na gravitagao f(R,T) no universo de Godel gerado por
um fluido perfeito e o raio critico depende explicitamente da expressao f(R,T), de suas

derivadas e do contetido de matéria.

A solugao causal é gerada por uma soma de fluido perfeito mais campo escalar,
nesse caso
Tup =Thy + TS5 = (p+ puus — pnag + Thp., (4.44)

onde os coeficientes do tensor de campo escalar sdo dados por (3.66). O trago do tensor
(4.44) dado por
T=p—3p+é, (4.45)

sendo que
T = ¢2, (4.46)

Neste passo tomamos o tensor O, dado em (4.22), na base tetrada como

T(S)
Oup = 9%) + @(Asf)z = _QTX? — pNaB — T,Est) + 5 aB: (4.47)

A soma do tensor energia-momento com (4.47) resulta em
o2

Oup +Tup = —(p+pluaup + EUABa (4.48)

com o seguinte traco
O+T=—(p+p—2e%). (4.49)
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Agora, usando as expressoes (4.44), (4.45), (4.48) e (4.49), podemos reescrever a equagao
de campo (4.30)

frGap = K’ [(,0 + p)uaup — pnap + Tf@}
o2
+ fr l(ﬂ + pluaup — 277AB]

— ; {f + K2 (p—3p+eA)+ fr(p+p— 262)] nag. (4.50)

As equagoes de campo (4.50) resultam em

2fr(3w® —m?) 4+ f = K%(p + 3p) + fr(p+p+€?), (4.51)
2frw® — f =K (p—p) + fr(p+p—€?), (4.52)
2fr(m® —w?) = f = &*(p—p) + 267> + fr(p+p—€). (4.53)

As equagoes (4.51), (4.52) e (4.53) podem ser reordenadas de modo a separar termos de

matéria e de geometria

k’e* = fr(m* — 2w?), (4.54)
KA+ ;fTe2 = ;fR(QwQ —m?) + ‘;, (4.55)
2
Ko+ frlp+p = 5) = 3 falb? —m?) — L. (1.56)

Com a equacao (4.54) temos liberdade para escolher a relagdo entre os pardmetros de
geometria. Em particular, lembre da relacao causal m? > 4w?. Assim, resultam as seguintes

equagoes de campo

m? = 4w?, (4.57)
K2e?
= 4.58
1 1
K+ 5 fre’ = = Ko+ fr(p+p = 5 fre’)| = = fr + JQC (4.59)

As equagoes (4.57), (4.58) e (4.59) descrevem um universo tipo-Godel causal na gravitacao

f(R,T) para um fluido perfeito mais campo escalar.

Podemos ainda resolver a equagdo de campo (4.30) para um fonte exclusiva de

campo escalar

(s) s)  T%
O =—Tip + 5 AB; (4.60)
7) e?
@Efj% + T,Ex%) = 5 4B = 5 NAB; (4.61)

O + 7 = o7 = 2¢2, (4.62)
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Com as equagoes (4.60), (4.61), (4.62) podemos tomar a seguinte equagao de campo
_ L 2m(S) ﬁ _ 1 2.2 2
JrRGap = K" Typ 5 Jrnas 2(f + K€" — 2fre")nap. (4.63)
As componentes nao nulas resultam em
1
fr(3w® —m?) + J; 5 fre e, (4.64)
1
frw?® — JQC = 2fTe (4.65)
2 f 1
fr(m —w)—§—/ie —§fTe (4.66)
As expressoes (4.64), (4.65) e (4.66) podem ser resolvidas para resultarem em
m? = 4w?, (4.67)
K2e?
-2 4.68
fR 202 ) )
f =K+ fre’. (4.69)

Percebendo entao, que ao suprimir os termos de fluido perfeito nas equagoes de campo

(4.59) obtemos diretamente as equagdes acima, que descrevem um universo tipo-Godel

gerado por campo escalar na gravitacao f(R,T).
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5 Conclusao

As métricas de Godel e tipo-Godel sao objetos de muito estudo no contexto da
gravitacao, devido a sua caracteristica exotica de violacao da causalidade. Numa dessas
investigagoes [51], uma métrica tipo-Godel causal, ndo-causal e com regides causais e
nao-causais intercalando-se é obtida. A dissertacao se limita em estudar esses casos. Este
trabalho académico estuda a questao da causalidade das métricas de Godel e tipo-Godel
de duas maneiras. A primeira se limita em identificar trajetérias tipo-tempo circulares
para entao isolar o raio critico para a violacao da causalidade. Na segunda, isolamos a
derivada que indica a inclinacao do cone de luz em relagao a coordenada azimutal, para
em seguida determinar o raio critico para o qual a inclinacdo se anula, isto é, o ponto
para o qual a geratriz do cone de luz aponta para o passado, denotando a violagao da

causalidade. Nas duas abordagens os valores dos raios criticos convergem.

Solucoes de Godel e tipo-Godel tem sido obtidas em varias abordagens da gravitacao
modificada e aqui citamos dois casos em detalhes. O primeiro é o da gravitacao f(R), na
versao métrica. Neste modelo, temos dois casos de universos tipo-Godel, um com regiao
nao-causal, que se inicia a partir do raio critico r., e outro com uma regiao nao-causal que
se estende ao infinito, pois r. — 00, por isso, essa versao ¢ denominada completamente
causal. A primeira versao de solucao de Godel foi obtida para o caso de fluido perfeito, tal
como feito na Se¢ao 3.1. Percebemos entao que se mantivermos a solugao para um fonte de
fluido perfeito, o resultado de um universo tipo-Godel nao-causal se estende a gravitacao
f(R). Dada a equacao (3.56), vemos que para um universo muito denso, o raio critico
tende a diminuir. De outra maneira, se a funcao f representar um polinémio do escalar
de curvatura com ordens altas o raio critico também tende a diminuir, ja que numerador
dentro da raiz é sempre de menor grau do denominador. No caso particular (3.57), o raio

critico diminui com a densidade e com o aumento da intensidade da rotagdo da matéria.

Quando as equagoes de campo f(R) sdo resolvidas para geometria tipo-Godel com
fonte de fluido perfeito mais campo escalar obtemos uma solu¢do descrevendo um universo
onde a violagao da causalidade nao é espontanea. Por isso podemos escolher a relagao
causal entre os pardmetros de geometria e de rotacao, 4w? = m?. Gerando expressoes que
descrevem um universo tipo-Gddel causal gerado por fluido perfeito mais campo escalar.
Podemos ainda obter um outro tipo de universo tipo-Goédel causal. Para tanto basta
considerar como fonte um campo escalar simples. Os resultados sao (3.81), (3.82) e (3.83).
Percebemos que nessa situagao a causalidade é espontanea. Nao ha liberdade de escolher

qualquer outra relacdo entre os parametros além de 4w? = m?.

Os calculos das equagoes de campos das teorias f(R,T) para um universo tipo-
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Godel demonstraram uma generaliza¢ao imediata. Por exemplo, em (4.30), se fizermos
f(R,T) — f(R) aexpressao se resume a equagao (3.45). Ao escolhermos uma fonte de fluido
perfeito gerando um universo tipo-Gédel temos novamente um raio critico finito (4.43), que
é novamente uma generalizacao imediata de (3.56). Para ver isso basta fazer novamente
f(R,T) — f(R). Nesse contexto, a presenca do trago do tensor energia-momento 7" faz o
raio critico diminuir, desde que, ao menos, fr > 0. Alids, para que o raio critico seja real,
a razdo dentro da raiz deve ser maior que zero e por isso, 2k? + f + fr(p +p) > 0, uma

vez que fr > 0.

Com fonte de fluido perfeito mais campo escalar as equagoes (4.50) sdo novamente
uma extensao imediata do caso f(R). O resultado qualitativo também é o mesmo, as
equagoes de campo (4.57), (4.58) e (4.59) descrevem um universo tipo-Gddel causal. Onde a
relagdo (4.57) é novamente escolhida de forma apropriada, j& que a viola¢ao da causalidade
nao é mais espontdnea. Eliminando a derivada fr voltamos ao caso f(R). E, quando
escolhemos o campo escalar como tnica fonte, a relagao causal é espontanea novamente,
mas nesse caso a func¢ao f é acrescida pela derivada fr. Ha, no entanto, uma informagao
nova, para o caso de campo escalar, as equagdes de campo (4.64), (4.65) e (4.66) estao
acopladas pela derivada fr. O tipo de informacao que nao se obteria ao suprimir os
termos de fluido perfeito em (4.57), (4.58) e (4.59). Vemos, portanto, que a derivada
fr desempenha um papel de destaque na gravitagao f(R,T) no contexto do universo
tipo-Godel.

Como conclusdo final, vemos que a solucao de Godel persiste em varios tipo de
gravitacao modificada, o que nao foi diferente nas gravitacoes f(R) e f(R,T). No entanto,
gracas a presenca de um campo escalar simples, o universo de Godel obtido pode ser

causal. Um resultado que protege a cronologia, ao menos no contexto das gravitagoes f(R)
e f(R,T).

Como perspectiva para futuras pesquisas vemos que a gravitagdo f(R,7T) nao
possui versao Palatini. Além disso, algumas propriedades estao em aberto também, como
por exemplo a questao da conservagao do tensor energia-momento e caracteristicas anti-

gravitacionais.
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APENDICE A - A métrica de Gdodel em
coordenadas cilindricas

O célculo da métrica de Godel em coordenadas cilindricas segue o mesmo caminho

da referéncia [42].

A métrica de Godel em coordenadas retangulares é dada por

e2mx

ds? = dt? — dz? + 5

dy? — dz? + 2e™dtdy, (A.1)

ou, ainda,
2mx

e
ds* = [dt + ™ dy]? — da® — H
a qual pode ser convertida em coordenadas cilindricas para

dy? — dz?, (A.2)

4 NG
ds? = di? — dr? + — {senh‘l (W) — senh? (Wﬂ 0 a2 V2 (W) dtds.
m 2 2 m 2
(A.3)

Observe que efetuando o quadrado da equagao (2.17) tem-se como resultado a equagao

(A.3). Para tanto, usamos as seguintes transformagoes

e™® = cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr), (A.4)
mye™® = \/2sen ¢ senh(2mr), (A.5)
tan (2 + t;\fgm) = e ?™ tan (;b) , (A.6)
e
z =27\ (A7)

Diferenciando (A.4), (A.5), (A.6) e (A.7), temos

me™dx = 2m senh(2mr)dr — sen ¢ senh(2mr)de¢ + 2m cos ¢ cosh(2mr)dr, (A.8)

me™dy + m*ye™*dx = V2 cos ¢ senh(2mr)de + 2v/2m sen ¢ cosh(2mer)dr, (A.9)

(6 t—2t d¢ dt—2d4r \

— 2me 2™ tan (¢> dr + i [1 + tan? (gb)] do, (A.10)

2 2 2
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dz = 2d7". (A.11)

Substituindo my de (A.5) em (A.9), obtemos

me™ dy + v/2me™™ sen ¢ senh (2mr)e™ dz = v/2 cos ¢ senh(2mir)de
+ 2v/2msen ¢ cosh(2mr)dr.  (A.12)

Agora substituindo (A.8) em (A.12)

me™ dy = v/2 cos ¢ senh (2mr)de + 2v/2m sen ¢ cosh(2mr)dr

—v/2sen ¢ senh(2mr)e”™ [2m senh(2mr)dr — sen ¢ senh(2mr)d¢ + 2m cos ¢ cosh(2mer)dr] .
(A.13)

Usando (A.4), de modo que
1 = e ™ [cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr)], (A.14)

em (A.13) ficamos com

me™dy = e~™ [cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr)] v/2 cos ¢ senh(2mr)de
—e~™\/2sen ¢ senh(2mr) [2m senh(2mr)dr — sen ¢ senh(2mr)dr + 2m cos ¢ cosh(2mr)dr]
+ 7™ [cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr)] 2v/2m sen ¢ cosh(2mer)dr.  (A.15)

m

Dividindo ambos os lados por e™™? e efetuando os produtos, encontramos

me*™*dy = /2 cos ¢ senh(2mer) cosh(2mr)de
+ V2senh?(2mr)de + 2v2msen ¢dr.  (A.16)

A dltima expressao é obtida apds alguns cancelamentos e simplificando termos ao usarmos
as identidades sen? ¢ + cos?¢ = cosh?(2mr) — senh?*(2mr) = 1. Elevando (A.16) ao

quadrado obtemos

m?e™?dy? = 2 cos? ¢ senh?(2mr) cosh?(2mr)dp? + 2 senh* (2mr)de?
+ 8msen ¢ senh?(2mr)dedr + 4 cos ¢ senh® (2mr) cosh(2mr)d¢?
+ 8m?sen® pdr? + 8msen ¢ cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr)dedr.  (A.17)

Agora procedendo com o quadrado da equacao (A.8)

m?e*™*dz? = 4m? senh®(2mr)dr? + 4m? cos? ¢ cosh?®(2mr)dr?
+ sen? ¢ senh?(2mr)d¢? — 4m sen ¢ cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr)drde
+ 8m? cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr)dr? — 4msen ¢ senh?(2mr)drdep, (A.18)
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e somando (A.18) com a metade da equagao (A.17), encontramos

2
m?e*™dx? + m764’”’”dyz = 4m? senh?(2mr)dr? 4 4m? cos? ¢ cosh® (2mr)dr?

+ sen? ¢ senh? (2mr)d¢? + 8m? cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr)dr?
+ 4m?sen” ¢dr? + 2 cos ¢ senh® (2mr) cosh(2mr)d¢?
+ cos? ¢ senh?(2mr) cosh?(2mr)d¢?® + senh*(2mr)d¢?. (A.19)

Elevando (A.4) ao quadrado encontramos

e = {1 + senhz(ZmT)} + cos® ¢ [cosh2(2mr) - 1}
+ 2 cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr), (A.20)

e?™* = sen® ¢ + senh2(2mr) + cos? ¢ cosh2(2mr)

+ 2 cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr). (A.21)
Observe que podemos reescrever (A.19) como
2
m2e*™ dz? + m764’mdy2 = 4m? [senh2(2mr) + cos? ¢ cosh® (2mr)

42 cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr) + sen? (ﬂ dr? 4 senh®(2mr) [sem2 ¢ + cos® ¢ cosh?(2mr)
+senh*(2mr) + 2 cos ¢ senh(2mr) cosh(Zmr)} de*. (A.22)

Usando (A.21) na equagdo (A.22) obtemos
2
m?e*™*dz? + %e‘lmxdyQ = 4m2e*™*dr? + senh®(2mr)e?™*d¢?. (A.23)

Simplificando, ficamos com

2mzx

1
da® + eryZ = 4dr® + p—e senh?(2mr)d¢?. (A.24)
Agora substituindo (A.6) em (A.10)

.2 (@\] [V2mde + m? (dt — 2dt')
e (5|

— 2me 2™ tan <¢> dr + . [1 + tan? <¢>] do, (A.25)

2 2 2

e reescrevendo (A.25),

leQW + e 2™ tan? (?)] {\/ﬁmdgb +m? (dt — th’)} =

— 4v/2m* tan (;b) dr +v2m [1 + tan (ﬁ)] do, (A.26)
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isolando dt¢, encontramos

—4y/2m? tan(¢/2)dr + v2m [1 + tan?(¢/2)]

d(b 2 34/
eI e tan?()2) —V2md¢ + 2m*dt’. (A.27)

m2dt =

Usando senh(2mr) = (e*™ —e72"™") /2 e cosh(2mr) = (e*™ +e~2™") /2 podemos reescrever

o denominador de (A.27) como

> 4 2™ tan? (g) = senh(2mr) + cosh(2mr)

+ [cosh(2mr) — senh(2mr)] sen? (2) cos™2 (2) (A28)

Reorganizando os colchetes,

™" 4 e~ tan? <g§> = senh(2mr) — senh(2mr) sen? <§> cos 2 <§>

+ cosh(2mr) [1 + tan? (;b)] , (A.29)

evidenciando cos™2(¢/2)

¥ 4 e 2™ tan? <§> = cos 2 (i) {cosh(2mr)

—senh(2mr) lcos2 (2) — sen” (3)] } (A.30)

usando cos?(¢/2) — sen?(¢/2) = cos ¢ em (A.30) encontramos que
¥ 4 e~ 2™ tan? (i) = cos 2 (i) [cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr)] . (A.31)

Veja que a expressao em colchetes da equagao (A.31) é a mesma de (A.4)

¥ + 7™ tan® <(§> = cos? <§> eme. (A.32)

Substituindo (A.32) em (A.27)

m2dt = {—4\/§m2 tan (2) dr +v/2m [1 + tan? <¢>] dqb} cos? (g) e Mt

2
—V2md¢ + 2m2dt’, (A.33)

multiplicando por e™*, simplificando o primeiro termo e substituindo (A.4) em (A.33)

m2e™dt = —2v/2m sen ¢dr + v/2d¢
+ [cosh(2mr) + cos ¢ senh(2mr)] (2mdt’ - \/§d¢) . (A.34)
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Somando (A.34) com (A.16)

me™dt + me?dy = €™ (2mdt’ — v2d¢) + V2de
+ /2 cos ¢ senh(2mr) cosh(2mr)de + /2 [cosh2(2mr) - 1} . (A.35)

Reescrevendo (A.35) obtemos

me™ dt + me*™dy = ™ (2mdt’ — v/2d¢)
+v2 [cosh2(2m7“) + cos ¢ senh(2mr) COSh(er)} d¢, (A.36)

e, novamente reescrevendo
me™ dt + me*™dy = €™ (2mdt’ — v/2d¢) + €™*v/2 cosh(2mr)dg. (A.37)
Eliminando e™* e m e usando cosh(2mr) = 1 — 2senh?(mr) ficamos com
dt + e™*dy = 2dt’ + 2v/2senh?(mr)de. (A.38)

Elevando (A.38) ao quadrado encontramos

8v/2

(dt + e™*dy)? = 4dt”? + 22 senh?(mr)d¢?® + e senh?(mr)dt'de. (A.39)

Substituindo (A.11), (A.24) e (A.39) em (A.2) ficaremos com

2 1
2 2 2 4 2 2 2
ds® =4 {dt' dr® + [mQ senh”(mr) 2 senh”(2mr)| d¢” — dz

+% senhQ(mr)dtdqﬁ} . (A.40)

m

Usando as relacoes

senh(2mr) = 2senh(mr) cosh(mr),

cosh?(mr) — senh?®(mr) = 1,

podemos reescrever (A.40) como

1
ds* =4 {dt’2 —dr* + — {senh4(m7’) — senhQ(mr)} de? — dz?
m
2v/2
+—\/_ Senh2(m7“)dtd¢} (A.41)
m

Agora, procedendo com as substituicoes

m — m/2, (A.42)

t—t, (A.43)
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(ds/2)* — ds> (A.44)
obtemos finalmente a expressao (A.3)
4 4+/2
ds? = df2 — dr? 4 — {Senh‘l (”;”) _ senh? (”2”’)} d¢? — 22 + T‘nf senh? (?) dtdg,

" (A.45)

que é a métrica de Godel em coordenadas cilindricas.
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APENDICE B — As equacdes de campo de

Einstein

As equagoes de campo de Einstein descrevem como a geometria do universo se
relaciona com a energia e momento do universo. O caminho usado para se chegar nelas

usa analogias com o mundo cléssico e a agao de Hilbert-Eistein [4].

Ao lado esquerdo da equacao de Poison para gravitacao
V20 = 47Gp, (B.1)

temos um operador diferencial de segunda ordem atuante no potencial gravitacional, e ao
lado direito uma medida de massa. Na generalizacao da Relatividade, devemos ter uma
equacao tensorial, a densidade de massa é generalizada para um tensor energia-momento
T,,. Enquanto que o potencial gravitacional ¢ substituido pela a métrica, que descreve a
distorcao do espaco-tempo. Devemos ter algo do tipo

(V%] o T (B.2)

pv

O lado esquerdo da Expressao (B.2) somente sugere a forma de um tensor simétrico do
tipo (0,2). O tensor de Riemann R}, é uma quantidade construida sobre derivadas de
segunda ordem sobre o tensor métrico, mas nao é do tipo procurado, pois tem muitas

componentes. O tensor de Ricci R, no entanto seria um bom candidato para o nosso

A

caso, pois € somente uma contragao de dois indices do tensor de Riemann: R, = R},

Seria tentador determinar
R, < T),. (B.3)

De fato, esse caso funciona para casos especificos. Contudo, devido a conservacao do tensor

energia-momento

VI, =0, (B.4)

devemos ter
V'R, =0, (B.5)

mas nao temos certeza da equacdo (B.5) pois ndo hd uma identidade que garante esta

igualdade.

Mas estamos prontos para conhecer o tensor de Einstein, que é do tipo (0,2) e

simétrico. Para determina-lo usa-se a acao de Hilbert-Einstein

S = /\/—_ng4x :/ v _QQWRW&% (B.6)
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onde £ = /—gR é a lagrangiana de Hilbert-Einstein, R é o escalar de Ricci dado por
R =g¢g"R, e d*z é o diferencial de hipervolume. Variando a acdo (B.6) em relacio a
métrica

65 = [ [6(vV=99") B+ V=09" 0B, d'z, (B.7)

05 = / (9" Ruw0v/=9 + V=g Ry 09" + V=3g" SRy, ) d*z. (B.8)

A integral (B.8) pode ser separada em trés

(65), = [ 9" Ruov=gd'z, (B.9)

(85), = / V=9Rog" 'z, (B.10)

(65), = /w/—gg“”éRWd%, (B.11)
e cada uma sera estudada separadamente.

Para calcular a variagdo d,/—g usa-se o estudo da derivada de determinante de
matrizes. Considere uma matriz quadrada e simétrica A = a;; = a;;. Sua inversa b é
definida por

b = iAﬁ, (B.12)

onde a é o determinante de A e A" é a matriz transposta dos cofatores de a;;. Além disso,

o determinante de A é dada pela soma

g 0 g
a=ayA? — =AY, (B.13)
ij

desde que a;; ndo ocorra em qualquer cofator A%”. Agora, suponha que as componentes a;;

sejam todas fungdes de coordenadas z*. Entdo, o determinante ¢ um funcional de a;;

a=a [aij (xkﬂ : (B.14)
e a derivada de (B.14) nos da
da da 6aij . Aijﬁaij

= = ) B.15
8ZEk 8aij al‘k 8Ik ( )
Substituindo (B.12) em (B.15)
da - Oag;
—— =ab? 2. B.16
ozt~ " gk ( )
Fazendo as seguintes substituicoes de notagao
i v a
a— g, g=det(gu), aj— g, O’ —¢", — — 0, (B.17)

ok
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a equacao (B.16) se transforma em

hg = 99" O\Gpuv, (B.18)
ou em notacao de variagoes
09 = 99" 0 G- (B.19)
Para o nosso caso, d,/—¢, usa-se a regra da cadeia e o resultado (B.19) é importado

1 1 1
5V =G = 5 —0(—9) = 5 —(~0)g" 00 = 5\/=96" G (B.20)

2./—g 2y/—g 2
Substituindo (B.20) em (B.9), obtemos
1
(o), = /5\/—gRg“”5ng4x. (B.21)
Para a equagao (B.10) aplica-se o seguinte
Gy — G + 0G0, (B.22)
g — g + 6", (B.23)
55 = gungnu = (g;m + 59“”) (gnl/ + 59771/) ) (B24)
8y = 0 + 09" gy + ¢""0gy + O(57), (B.25)

onde o produto de duas variagoes é negligenciado, e a equagao (B.25) avanga para,

59“779771/ = —g“ﬂ(;gnm (B26)
89" 99" = —g"" 9" 0y, (B.27)
54 = g1 g, (B.2%)

Usando o resultado (B.28) em (B.10)
(65), = — / V—=9Rug"g" g s = — / V—gR"3g,,d" . (B.29)

Resta trabalhar com a integral (B.11). Nela é preciso verificar a quantidade 0R,,,.

O tensor de Riemann é dado por

Ruun/\ - az\ruun - 077FMVA + FWVUPH’YA — F’YVAFM,W], (B3())
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variando tal quantidade teremos
IRF,p\ = O\OTH,,, — 0,01\ 4 017, T\ + 17,014\ — 17,34, — 7,000, (B.31)
acrescentando a diferenca I'7, 361", — I',\0I'%,,

SRMy = Op0T¥ 5 + #0175 — I, 01"\ — I7,,6T%,
— (DA 4 T AT ) — T 6T — 7, 06T5,) |

IRF, =V, (0T*,)) — V\ (0T*,,), (B.32)
pois a derivada covariante ¢ dada por V, T~ = 9, T +T% T 4 - =T TV —
Contraindo g com 7

Ry =V (01%,) = V, (01%,) (B.33)

Finalmente, podemos substituir este resultado na integral em estudo

— / V=99"" R, d*z = / V=9 [V (90T 0) = Vo (g0 ) | die, (B34

= /\/ —gVa (g“”él"’\w — g“)‘M‘”W) diz. (B.35)
Além disso, o teorema da divergéncia nos permite avangar
/ V=GV (0T, — ¢8I, dhe = / V=3 (98T, — ¢, ) dx. (B.36)

Obtemos ali uma variagao de derivadas da métrica que quando consideradas no limite
da superficie da variedade devem desaparecer. Portanto, a integral (4.5)3; nao interfere no

calculo do tensor de Einstein.

Restam somente as integrais (65); e (0.5)2 a serem somadas

1
0S = / (2\/—gRg’“’5gW — \/—gRWg"”g”’\égnA> dir, (B.37)
1
08 = / <2Rg“” — R“”) \/—gdgwd‘lx, (B.38)
v 1 v 4
0SS = —/ (R“ — iRg“ ) V—96g,,d°z, (B.39)
58 = / V=9G") g, (B.40)

Pelo o Principio Variacional, esta integral deve ser nula. Fato que s6 se verifica se

—/—gG* =0, (B.41)
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para g,, arbitrario, além disso,
V.,G* = 0. (B.42)

A quantidade G* = R"™ — 1/2Rg"" ¢é o tensor de Einstein. A equagao (B.41) é a equacao
de campo de Einstein para o vacuo. O tensor de Einstein encontrado é escrito em termos
do escalar de Ricci, tensor de Ricci e o tensor métrico, e cada um desses tensores sao
construidos sobre derivadas segundas do tensor métrico, além disso, a derivada covariante
do tensor de Einstein se anula. Portanto, o tensor de Einstein é um bom candidato para
ser usado ao lado esquerdo da equacao (B.2). Nao ha impedimentos de igualar o tensor de
Einstein a um produto de uma constante com o tensor energia momento. Para isso, basta

incluir na expressao da agdo uma lagrangiana do tipo
L=Lyr+rLy, (B43)

onde Ly é a lagrangiana de Hilbert-Einstein e xk£); é a lagrangiana de matéria. A
constante k esta incluida para que as duas lagrangianas tenham as mesmas unidades.
Quando incluidas numa integral de acao, devemos obter

o
N A e T

0Guw

~0. (B.44)

Assumindo que a derivada de Euler-Lagrange da lagrangiana de matéria seja o tensor
energia momento, obtemos

1
R — SRg™ = sT", (B.45)

ou na forma covariante .
R, — iRg;w = KT ),. (B.46)

As equagoes (B.45) e (B.46) sdo as equagoes de Einstein na forma contravariante e
covariante, respectivamente. Para determinar a forma da constante x o tensor energia-
momento que descreve matéria incoerente, 1), = pu,u,, pode ser util. E em seguida
reescrever a equacao de campo de Einstein de forma equivalente; para isso basta contrair

a equacao (B.46)

1 v 14
(RW — 2Rg,“,> g = kKT,,9", (B.47)
1
R — §R (900900 + 9" g1 + 9% g0 + 933933) = KT, (B.48)
4
R— SR =T, (B.49)
R=—kT. (B.50)

Portanto, tendo a contragao (B.50) em mente, podemos reconstruir a equacao de Einstein

1
R, =k (Tuu - 2TgW> ) (B.51)
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Tendo em observancia o Principio da Correspondéncia, esta equacado deve tomar a forma
classica no limite newtoniano. A métrica de pequenas distor¢oes no espaco-tempo e estatica
(algo préximo a métrica de Minkowski), matéria incoerente e a componente 00 da equagao
(B.51) sao suficientes para obtermos a expressao e a forma da constante desejadas. A

componente Tyy é obtida da seguinte forma

TQO = PUpUg = pgoououo, (B52)

Retornando a equagao (B.51), com as componentes 00 somente

1

Roo = & (Too - 2T00900900> , (B.54)
1

ROO = §I€p (B55)

Temos uma expressao que relaciona derivadas de segunda ordem sobre a métrica a uma
densidade de energia. Para deixar de modo mais explicito, trabalha-se com as defini¢oes

do tensor de Ricci
Ry = R(i)io = aiFéo - 6)Oréo + FZ,\Fé\o - Féxrf\m (B~56)

onde a derivada Jy é do tipo temporal sobre um campo estatico no tempo, portanto é nula,
e os simbolos de Christoffell ao quadrado, I'?, sdo quantidades pequenas pois representam
derivadas da geometria de um campo quase plano elevados ao quadrado. Se I" é uma

quantidade pequena, I'? pode ser negligenciado sem problemas. Da equagao (B.56) resta
Roo = 0iTl, (B.57)
aplicando a definicao do simbolo de Christoffell

1 .
Ry = 0; §9M (Oogor + Fogoi — Orgoo) | (B.58)

resta aqui definir a forma de g,,. Ja& foi dito que o tensor métrico considerado aqui é quase
plano, portanto

Y = Nuv + My, (B.59)
onde h,, é uma pequena perturbacao da métrica de Minkowski: | h,, | < 1. Com isso a

equagao (B.58) é modificada para

1 .
Ry = 0; —ig”‘ (Oxnoo + Oxhoo)| , A — indice mudo, (B.60)

1 ...
RO[) - —iézjﬁiﬁjhoo, (B61)
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pois 19 € a componente de uma métrica constante,
1oy
Roo = —§V hoo- (B.62)

Substituindo (B.62) em (B.55)
V2h00 = —Rp. (B63)

Comparando a equagao (B.63) com a equacao de Poison (B.1) suspeita-se que a constante
r deve incluir as quantidades 7wG, restando saber qual o niimero que as acompanha. Para

tanto, investiguemos a forma da pertubagao hgyg.

Na Relatividade Geral temos a questao:

Como a curvatura do espaco-tempo atua sobre a matéria para manifestar-se

como gravidade?

Para responder essa questao precisamos obter uma equacgao que descreva uma geodésica
que estd submetida a geometria do espaco-tempo. Um particula livre em um espago-tempo

plano se move em linhas retas
d2aH
d\?
Para x# parametrizado por \. Para a equagao (B.64) ser completamente tensorial é preciso

—0. (B.64)

generaliza-la para outros tipos de coordenadas curvilineas

Pzt dzv . da®
= B.
d\? dA O d\’ (B.65)

dz” . dz* dz¥ _ dax#

FIN U P e (00
d*z# e o dat (B.69)

A2 YIAN dA
A equagao (B.69) é a expressao para as geodésicas submetidas a geometria do espago-
tempo. Suposigoes classicas sobre o tensor métrico ja foram feitas, para simplificar mais
0 N0Sso caso, supomos uma particula livre que se move vagarosamente, o que significa

dz'/dr < dt/d7, e implica a seguinte equacao da geodésica

d2am e
oz T o0 <dT> , A— T e 2’ —t. (B.70)
Ao aplicarmos a definigdo do simbolo de Christoffell, encontramos
1
Fuoo = *g’wja,,goo. (B?l)

2
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Para obter g" basta seguir o que foi feito para se chegar a equagao (B.28) (h* «— dg"),

assim
g =" = n. (B.72)
Substituindo (B.72) em (B.71)
1
oo = ) (" — h*) Oy (oo + hoo) (B.73)
1
['6o = ) (Uabab??oo + 1 Ayhoo — h**Oynoo — hab@yhoo) : (B.74)

onde 799 ¢ uma componente do tensor métrico plano e A*” é um valor muito pequeno em

comparacao a n*¥, portanto

1
oo = —577”1/31/}100- (B-75)
As componentes tipo espago sao u = i, além disso n** = §*,,, portanto, substituindo (B.75)
em (B.70)
A
=—|— i hoo, B.
drz 2 <d7'> Dihoo (B.76)
d*zr 1
w2 - 53#100, (B.77)

na forma cléssica, a equagao (B.77) tem a seguinte forma

a=-Vo, (B.78)
e entao temos ao fim
Retornando a equagao (B.63)

V20 = gp, (B.80)

para obtermos a relagdo da equagao de Poison (B.1)
Kk = 871G, (B.81)
terminando de determinar boa parte das equagoes de campo de Einstein

1
R = 5Rgu = 87GT,,. (B.82)

B.1 A Constante Cosmolégica A

A constante cosmoldgica foi originalmente adicionada as equagdes de Einstein como
um fator improvisado. Naquele tempo, Einstein e outros acreditavam em um universo
estatico. Na verdade, a constante A foi imposta para evitar o colapso do universo devido a

atracao da gravidade. A equagao (B.82) obtida por Einstein prevé um universo dindmico.
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Portanto, a equagao (B.82) foi ajustada para concordar com as predigoes de um universo
estatico. Contudo, as observagoes de Hubble provaram que o universo estd em expansao,
Einstein descartou o seu modelo cosmoldgico estatico e descreveu esse ato como o “maior

erro” de sua vida.

Entretanto, recentemente, observagoes indicam que algum tipo de energia de vacuo
atua no universo, fazendo com que ele se expanda aceleradamente. A constante cosmoldgica
volta a cena como uma candidata a explicar essa aceleragdo. Entao, a lagrangiana proposta

para o nosso caso tem a forma
L=+—g(R—2A)+ KLy, (B.83)
a luz do procedimento usado para obter (B.46), obtemos a equacao de campo de Einstein
R, — ;ng, + Agy = 87GT,,, (B.84)

e determinamos a forma da densidade de energia do vacuo

A

e = ———. B.85
p e (B.85)
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APENDICE C - A representac3o das

tetradas

Por vezes é laborioso calcular as componentes do tensor de Ricci, é, portanto,
importante considerar outras ferramentas matematicas para calcular tais componentes

mais facilmente. Uma delas é a expressao do tensor curvatura na forma das tetradas [82].

Introduzindo um conjunto de 4-vetores coordenados linearmente independentes

€'(a) (indexado por a) e sujeito a condigao

€' (@)€(b)i = Nabs (C.1)

onde 7, € 0 tensor métrico de Minkowski: 7,, = (+ — ——) com Nap"C = 05. Junto as essas

condicoes temos o vetor tetrado reciproco e(®?, com as mesmas condicoes
@i’y =6, (C.2)

i. e., e; e €' sdo ortogonais entre si. Multiplicando (C.2) com e*(,) obtemos

(" @e™)e' vy = dhe* ), (C.3)
(6 (a)e(a)i>6i(b) =€ (b)s (C 4)

que s6 pode ser verdadeiro se
Gk(a)e(a)i = 55 (C 5)

Agora, procedendo com a seguinte multiplicagao

ei(a)e(c)inbc = nacnbc7 (C6)

€i(a)<7]bce(c)i> = (52 (C?)
Comparando (C.7) com (C.2), encontramos que

e®; =i, ewy = muee':. (C.8)

Agora sabemos como elevar e rebaixar indices dos tensores nesse contexto, usando o
tensor métrico de Minkowski. A importancia das tetradas é justificada porque conseguimos

expressar o tensor métrico em termos dele, veja

e, = gel . (C.9)
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Multiplicando a equacao acima por e(q), usando (C.5) e (C.8) prosseguimos para

6(a)i€(a)k = gile(a)le(a)k7 (C.10)
e ie®inay = gaud, (C.11)
Jik = nabe(a)iel(gb)- (C.12)

Lembre-se do elemento de linha ds
ds? = gyda'da®, (C.13)
substituindo o tensor métrico acima por (C.12)
ds® = (e dat) (e dzh), (C.14)

onde 6% = e(®,dz?, por isso

ds? = 066", (C.15)

As componentes tetradas do 4-vetor A’ sdo definidas pelas suas “projecoes” sobre

os 4-vetores coordenados
Ay = € @yAi, AD =@ AT = e AT =™ Ay, (C.16)
ou, escrevendo os vetores na base tetrada
A=Ay, Al=el,)A®. (C.17)

No mesmo caminho, definimos a operacao da “diferenciagao ao longo da direcao a”

- 0o
Q) =€) A C.18
r(a) = €lo) i (C.18)
Agora introduzimos o seguinte
Yabe = €(a)isk€ (5)€" (0); (C.19)

onde ; representa uma derivada covariante, e suas combinacoes lineares
>\abc = Yabe — VYacbh = (e(a)i;k - e(a)k;i)ei(b)ek(c)a (CQO)
que pode ser simplificado para uma derivada parcial

Aabe = (Eayisk — E(apki)€ )€ ()- (C.21)
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Para construir as componentes tetradas do tensor curvatura procedemos com'
m
At — Aiire = Am R it (C.22)

onde A; é um vetor que é carregado ao longo de uma trajetoria fechada, e R™;; é o tensor

de Riemann que d4 a curvatura da trajetéria. Importando, portanto, este resultado para o

NOSSO Caso
E(@yiskl — €@tk = € (a) Bmikt, (C.23)
Clayiskil — C(ayiik = L(ayik, (C.24)
Riayt)(e)d) = (C(ayiskt — €(ayisk)€' 5)€" (€' (a)- (C.25)
Agora reescrevemos (C.19)
Yarc€ P15 = eayine’ e ek e, (C.26)
fyabce(b)le(c)j = e(a)i;kdféfa <C27)
’Vabce(b)ie((:)k = €(a)isk- (CQS)

Com todos esses resultados podemos escrever o tensor de Riemann em termos de 7,

f

Ry s)()(d) = Yabed — Vavdse + Vabs (Y ea = Y de) + Vase¥ va — Yara¥ ves (C.29)

onde Y% = n%%Yg.. O tensor de Ricci é dado, portanto,

Rayw = BV @ine =17 Ry (o) (C.30)

1
R(a)(b) = _§<)\abc,c + )\bac,c + )\Cca,b + )\ccb,a + >\Cdb)\cda + )\Cdb>\dca

1
- iAdeAacd + Accd)\abd + >\Ccd)\bad)- (031)

! Resultado que pode ser consultado no livro Landau & Lifshitz, equagdo (96.1).
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