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Resumo

O objetivo deste trabalho é mapear as linhas de transições de fase em um sistema

ferrimagnético. Por isso, utilizamos as simulações de Monte Carlo no modelo de Ising

de spins mistos em uma rede triangular sob a influência de anisotropias aleatórias. Essa

rede é dividida em três sub-redes interpenetrantes, com os spins σ = 1/2 ocupando as

sub-redes A e B, e os spins S = 1 formando a sub-rede C. A rede tem interação antifero-

magnética (J < 0) entre seus spins primeiros vizinhos e temos uma distribuição aleatória

da anisotropia DC
k na sub-rede C. Para determinação das propriedades magnéticas do

sistema, calculamos algumas propriedades termodinâmicas tais como: magnetização alter-

nada, magnetização total, susceptibilidade, energia, calor específico, cumulante de Binder,

para vários tamanhos de rede L. Construímos o diagrama de fases do modelo no plano

temperatura crítica Tc versus anisotropia D, o qual apresenta linhas de transições de fase

de primeira e de segunda ordem para diferentes distribuições da anisotropia.



Abstract

The objective of this dissertation is to map the lines of phase transitions in a fer-

rimagnetic system. For this reason, we used the Monte Carlo simulations in the Ising

model of mixed spins in a triangular lattice under the influence of random anisotropies.

This lattice is divided into three other interpenetrating sublattices, with the σ = 1/2

spins occupying the sublattices A and B, and the spins S = 1 forming the subnet C.

The network has ferromagnetic interaction (J < 0) between its spins and we have a ran-

dom distribution of the anisotropy DC
k in the sublattice C. To determine the magnetic

properties of the system, we calculate some thermodynamic properties such as staggered

magnetization, susceptibility, energy, specific heat, for various system sizes. We construct

the phase diagram of the model in the critical temperature plane Tc versus anisotropy

D, which presents lines of first and second order phase transitions for different anisotropy

distributions.



Preliminares

Objetivo e Motivação

Os sistemas de spin mistos foram investigados utilizando várias abordagens que in-

cluem um tratamento exato em casos especiais [1, 2], aproximação de campo médio [3, 4],

método de Bethe-Peierls [5] e simulação de Monte Carlo(MC) [6, 7, 8, 9]. A maioria dos

estudos com os modelos mais simples consiste em duas sub-redes interpenetrantes, uma

sub-rede com spin-1/2 e a outra com spin-1. Tal modelo de spin pode ser descrito pela

Hamiltoniana

H = −J
∑
〈i,j〉

σiSj −D
∑
j

S2
j , (1)

sendo σi = ±1/2 e Sj = ±1, 0 os spins nas diferentes sub-redes, 〈i, j〉 denota a soma sobre

os primeiros vizinhos, J < 0 é a constante de interação de troca antiferrimagnética, e D

é a anisotropia1.

Existe uma controvérsia sobre os comportamentos críticos e de compensação mesmo

para o caso mais estudado. O modelo em uma rede quadrada com interações entre primei-

ros vizinhos, foi demonstrado de forma convincente pela simulação de MC [7] que não há

pontos tricríticos e nem de compensação2, como já foi sugerido por algumas aproximações

[10, 11]. A rede quadrada possui número de coordenação 4, enquanto que para uma rede

triangular temos o número de coordenação 6, o que torna o sistema mais complexo. E

possivelmente a existência de uma temperatura de compensação [12].

Este trabalho visa estudar o diagrama de fases de um sistema de spins mistos 1 e 1/2

1Anisotropia é uma tendência de direcionamento de uma propriedade física de um material.
2No ponto de compensação a matnetização total é nula, assim a temperatura de compensação pode

ser determinada pelo cruzamentos entre as magnetizações das sub-redes.



2

em uma rede triangular na presença de uma anisotropia aleatória através de simulações

de MC. Temos na literatura situação de anisotropia uniforme com a mesma rede tanto

ferromagnética [8] quanto ferrimagnética [9] ou aproximações de campo médio como em

[13]. O sistema apresenta frustração3 que não é objetivo de estudo deste trabalho.

Estrutura da Dissertação

A dissertação está dividida em 4 capítulos da seguinte forma: Capítulo 1, apresentamos

uma introdução a simulação de MC e as técnicas utilizadas neste trabalho. Capítulo 2,

é utilizada à técnica de simulação MC para estudar o modelo de spins mistos com spin-

1/2 e 1 com anisotropia uniforme em uma rede triangular, comparamos os resultados

obtidos com a referência [9]. Capítulo 3, nós também utilizamos as simulações de MC para

estudar o modelo de spins mistos com uma anisotropia aleatória em uma rede triangular e

apresentamos os resultados obtidos. Capítulo 4, apresentamos as conclusões e perspectivas

de trabalhos futuros.

3Frustração magnética é o conflito em minimizar a interação associada a deferentes pares de spin [14].



1
Fundamentação Teórica

1.1 Algumas Noções de Mecânica Estatística

Para a compreensão deste trabalho faz-se necessário alguns conceitos de mecânica

estatística [15].

Função de Partição

Para obtermos as médias térmicas o primeiro passo é termos a função de partição. A

partir dela, obteremos todas as informações que queremos extrair do sistema. A função

de partição [16] é dada por,

Z(T,N,H) =
∑
ω

e−H/kBT , (1.1)

onde ω refere-se às configurações acessíveis ao sistema, e−H/kBT é o peso estatístico de

Boltzmann, H é a Hamiltoniana do sistema, kB é a constante de Boltzmann, N é o número

de partículas, H é o campo externo aplicado e T é a temperatura absoluta. A soma é

feita sobre todos os estados do sistema e assim depende do tamanho do sistema e dos

graus de liberdade que o sistema possui. A função de partição depende da Hamiltoniana

do sistema, ou seja, quanto mais complexa a Hamiltoniana, mais trabalhosa se torna a

obtenção das informações do sistema.

Em mecânica estatística de equilíbrio a função de partição auxilia na determinação de

um valor médio de uma quantidade A, dado por [16]

〈A〉 =
1

Z

∑
ω

A(ω)e−βEω , (1.2)
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onde a soma percorre todas as configurações do sistema ω, A(ω) é o valor da quantidade

A na configuração ω, Eω é energia na configuração ω e β é (kBT )−1.

Energia Livre e Magnetização

Agora que temos a função de partição, podemos determinar as grandezas físicas. Para

nosso estudo, vamos considerar a energia livre de Gibbs no limite termodinâmico como o

potencial termodinâmico, dada por

g(T,H) = lim
N→∞

− 1

Nβ
ln [Z(T,N,H)] . (1.3)

Fazendo derivadas da energia livre de Gibbs Eq. (1.3) temos as quantidades termodi-

nâmicas de interesse.

A magnetização será nossa equação de estado. A equação de estado é uma grandeza

que descreve o sistema para uma dada configuração. Por exemplo, aqui a parâmetro

de ordem é a magnetização, que nos mostrará o comportamento magnético para uma

situação de temperatura T .

A partir da energia livre de Gibbs a magnetização [16] é dada por:

m(T,H) = −
(
∂g

∂H

)
T

. (1.4)

Note que a equação acima é derivada de primeira ordem, em função do campo mag-

nético externo H.

Susceptibilidade Magnética e Capacidade Térmica

Com a primeira derivada da energia livre de Gibbs obtivemos a magnetização (Eq.

(1.4)), já as segundas derivadas fornecem a capacidade térmica e a susceptibilidade mag-

nética, respectivamente:

c(T,H) = −T
(
∂2g

∂T 2

)
H

(1.5)

e

χ(T,H) = −
(
∂2g

∂H2

)
T

. (1.6)
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Fenômenos Críticos

Existem várias ordens de transição de fase, aqui vamos nos ater somente as duas

primeiras, segundo a classificação de Paul Ehrenfest [17]. Se as derivadas de primeira

ordem, Eq. (1.4), da energia livre são descontínuas temos uma “transição de primeira

ordem”. Se a primeira derivada é contínua, mas a segunda derivada, Eqs. (1.5) ou (1.6),

é descontínua no ponto crítico temos uma “transição de fase de segunda ordem” [18]. A

intensidade da descontinuidade não é importante em termos da classificação da transição

de fase.

Portanto, para o caso de uma transição de fase de primeira ordem perceberemos uma

descontinuidade nas curvas da magnetização, enquanto que uma transição de segunda

ordem teremos uma descontinuidade nas curvas do calor específico e susceptibilidade.

1.2 Simulação de Monte Carlo

Atualmente, para o estudo de diversos sistemas físicos podemos lançar mão dos mé-

todos computacionais. Devido ao grande número de estados possíveis nos sistemas, por

exemplo, no modelo de Ising é inviável analisar todos os estados, pois isso acarreta em um

grande custo computacional. Com isso utilizamos a simulação de MC que nos auxiliará

na obtenção das grandezas termodinâmicas, pois vão utilizar somente as configurações

que tiverem importância, ou seja, é feita uma amostragem por importância.

O termo “Método de Monte Carlo” foi usado pela primeira vez na década de 40 por

físicos do Laboratório Nacional de Los Alamos, que trabalhavam em um projeto de armas

nucleares, o “Manhattan Project” [19], este nome faz referência à cidade de Monte Carlo

(Mônaco) que é conhecida por seus jogos que empregam o uso de números aleatórios [20].

Este termo também é utilizado para uma classe de técnicas de simulação que estudam a

evolução temporal de um sistema cuja evolução não tem uma maneira predefinida (por

exemplo as equações de movimento de Newton, elas descrevem perfeitamente a evolução

do movimento de uma partícula). Como não há uma evolução bem definida para o sistema

utiliza-se números aleatórios para obtenção dos estados e assim podemos determinar suas

grandezas médias.

Basicamente o método de MC consiste em gerar configurações de um sistema, fun-

damentado sobre uma certa distribuição de probabilidade, e com isso estimar valores
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esperados 〈A〉MC , de uma quantidade A. O cálculo direto das somas na Eq. (1.2) é

impraticável para sistemas que não sejam muito pequenos. O número de configurações

aumenta exponencialmente com o tamanho L do sistema. Por exemplo, no caso do mo-

delo de Ising 2D com N (sendo N = L2) sítios, que será vista posteriormente (seção

1.4), a soma é sobre 2N configurações. Agora para o caso deste trabalho, o modelo com

S = (1/2, 1/2, 1), a soma é sobre 22M · 3M , onde M é o número de sítios em cada uma

das sub-redes M = N/3 = L2/3. Se N for grande o cálculo das médias é uma tarefa

impraticável do ponto de vista computacional. Devido a isso surgiram técnicas e métodos

computacionais que auxiliam na obtenção dos resultados.

A utilização das simulações torna-se um instrumento importante entre a teoria e o

experimento, corroborando resultados experimentais e também ajudando na interpretação

de dados experimentais. Podemos entender esta interação entre a simulação, a teoria e o

experimento como mostrado no diagrama da Fig. 1.1.

ExperimentoTeoria

Natureza

Simulação

Figura 1.1: Esquema que representa a relação entre teoria, experimento, simulação e
natureza.

O cálculo das médias pode ser feito a partir de uma amostragem em um espaço de

configurações mais prováveis para o sistema, onde as amostras seguem a distribuição de

Boltzmann. O valor médio de uma quantidade A usando este método é dado pelor,

〈A〉MC =
1

M

M∑
ω=1

A(ω), (1.7)

onde M1 é a quantidade de estados que a simulação passou, 〈A〉MC é a estimativa obtida
1M é igual ao número de passos de Monte Carlo depois do sistema estar termalizado.
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com o método de MC, baseando na ideia de amostragem por importância.

Um passo de MC (MCs do inglês “Monte Carlo step”) é um processo de visitar N spins

na rede. Em cada MCs são atualizadas as quantidades de interesse que para o modelo de

Ising, por exemplo, podem ser o momento magnético m e a energia E.

Olhando rapidamente a Eq. (1.4) ela não nos auxilia2 muito já que estamos simulando

o sistema, então podemos utilizar a média definida, Eq. (1.7), para determinar a energia

média,

〈E〉 =
1

M

M∑
ω=1

eω, (1.8)

e magnetização média,

〈m〉 =
1

M

M∑
ω=1

mω. (1.9)

onde eω e mω são a energia e magnetização do sistema no estado ω.

Como o sistema encontra-se isolado e em equilíbrio a uma temperatura T , o conjunto

respeita a distribuição de probabilidade para um microestado ω dada pela distribuição de

Boltzmann [16],

P (ω) =
1

Z
exp

(
−E(ω)

kBT

)
. (1.10)

A equação acima representa a probabilidade de que ocorra a configuração ω para um

sistema que está em equilíbrio térmico a uma temperatura T .

1.2.1 Números Pseudo-Aleatórios

Como o método de MC faz utilização de sequências de números aleatórios na resolução

de problemas, é necessário tecermos alguns comentários sobre números pseudo-aleatórios.

A arquitetura da computação não é baseada na aleatoriedade mas sim em formas fixas

determinísticas, com isso não temos como gerar números verdadeiramente aleatórios, então

temos algoritmos geradores de números pseudo-aleatórios [21]. Estes geradores utilizam de

algum(ns) método(s) para gerar uma sequência de números que aparentam ser aleatórios.

Todavia quando precisamos de uma grande quantidade desses números podemos perceber

que eles não são verdadeiramente aleatórios. Por isso, estes algoritmos são chamados de

pseudo-aleatórios
2Não estamos interessados em uma solução analítica com relação à função de partição para determi-

narmos as grandezas de interesse, mas sim através de simulação.
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Quanto melhor for a capacidade de um gerador de números pseudo-aleatórios maior

será a sequência que ele produz antes que ela se repita, geralmente quanto melhor for

este gerador mais tempo computacional é exigido [18], impactando diretamente no tempo

das nossas simulações. Nas simulações deste trabalho é utilizado um gerador que seja

satisfatório, ou seja, que não demande muito tempo computacional.

1.2.2 Estimativas de Erros

Em uma simulação temos que descartar uma quantidade inicial de passos de MC

para conduzir o sistema ao equilíbrio, e a partir desse equilíbrio um novo conjunto tendo

mais passos será utilizado para os cálculos das médias. Assim como em um experimento,

nas simulações computacionais também surgem erros estatísticos que são inerentes ao

método. No processo de MC, as médias são feitas sobre um espaço amostral finito, e além

de medirmos o valor esperado também temos que estimar os erros sobre esses valores.

Notoriamente há vários erros a que nossas simulações estão submetidas, como os erros

sistemáticos, que podem surgir de outros meios que geralmente afetam a simulação, tais

como uso de geradores de números aleatórios ruins, erro de programação, etc.

Durante a simulação, a cada MCs temos um tempo computacional t, e em cada tempo

computacional uma quantidade A(t) é medida. Para uma simulação, a estimativa de

qualquer quantidade média do sistema é dada pela Eq. (1.7). Caso as quantidades médias

estimadas A(t) sejam estatisticamente independentes, ou seja não haja relação entre uma

quantidade e outra, o processo simples que estima o erro estatístico destas quantidades

médias é dado pelo seu desvio padrão,

σ =

√
〈A2〉 − 〈A〉2
M − 1

(1.11)

Esta expressão somente é válida quando as amostras são estatisticamente independen-

tes. Embora exista ainda uma correlação entre as configurações, supõe-se que o erro possa

ainda ser obtido através da expressão acima [22].

1.2.3 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis [23], também conhecido por Algoritmo de Metropolis-Has-

tings, devido a Nicholas Metropolis te-lo desenvolvido em 1953 e mais tarde por W. K.
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Hastings ter generalizado sua aplicação [24]. Possivelmente seja o algoritmo mais utilizado

em simulações de MC para problemas de ciências em geral e principalmente na física.

A função deste algoritmo é determinar valores esperados de grandezas termodinâmi-

cas de um sistema, através de algumas médias sobre determinadas amostras sem assim

percorrer todas as possibilidades que o sistema admite, para tal ele obtém amostras que

seguem a distribuição de Boltzmann. A probabilidade de transição de estado proposta

por Metropolis pode ser dada por:

P =

 1, se : ∆E ≤ 0,

exp(−β∆E), se : ∆E > 0.
(1.12)

onde β = 1
kBT

e ∆E é a diferença de energia entre os dois estados.

Os principais passos do algoritmo de Metropolis podem ser descritos da seguinte ma-

neira [25, 18]:

1. Iniciamos com uma configuração que foi gerada de forma aleatória ωi.

2. Geramos uma nova configuração do sistema ωf , através da mudança do estado de

um spin.

3. Calculamos a variação de energia entre o estado inicial e o novo estado ∆E = Ef−Ei.

4. Se ∆E ≤ 0 o novo estado é aceito, pois a energia é reduzida. Caso contrário, um

número aleatório x no intervalo 0 ≤ x < 1 é gerado e o novo estado somente será

aceito se x < exp(−β∆E).

5. Os passos de 1 a 4 são repetidos até o algoritmo percorrer toda a rede, e o sistema

então se encontra em uma configuração de equilíbrio.

Pode se ter uma ideia melhor da estruturado algoritmo, olhando sua evolução na Fig.

1.2.

A estrutura apresentada na Fig. 1.2 é utilizada neste trabalho para obtenção das

propriedades termodinâmicas significativas que serão descritas posteriormente.
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Início

Fim

Calculo de Ei

Sítio = [1,1] Propõe inversão
e calcula Ef

ΔE<=0
Gera número 

aleatórioa x| 0≤x≤1

x≤e
-βΔE Aceita a inversão

Sitio =[n,n]

Sítio = 
próximo sítio

não

sim

Rede Aleatória

sim

não

sim

não

Figura 1.2: Fluxograma para o método de Monte Carlo utilizando o algoritmo de Metro-
polis.

Figura 1.3: Representação esquemática de uma rede unidimensional de spins do modelo
proposto por Ising.

1.3 Modelo de Ising

O modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz, em 1920 ao seu estudante de dou-

torado Ernst Ising. O objetivo deste modelo era estudar transição de fase para uma

temperatura diferente de zero e Ising resolveu exatamente em 1925 para o caso unidi-

mensional [26]. Ele chegou a conclusão que o modelo não exibia transição de fase em

temperaturas finitas.

O modelo proposto por Ising consiste em uma rede unidimensional (um fio) de spins

podendo ter o valor +1, “para cima” ou -1, “para baixo”, veja Fig. 1.3.

A rede de tamanho finito torna o estudo mais complexo pois devemos também nos

importar com os efeitos da borda. Para não termos este problema utilizamos a “condição

periódica de contorno”. Com esta condição “ligamos” o último elemento ao primeiro, no

caso unidimensional. Para o caso bidimensional ligamos o último elemento de cada coluna
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2,n
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Figura 1.4: Representação esquemática da rede quadrada do modelo de Ising. Os elemen-
tos com linhas continuas são pertencentes a rede e os elementos com linhas tracejadas são
devido a condição periódica de contorno.

ao primeiro elemento e o último elemento de cada linha ao primeiro, gerando assim uma

rede “infinita” [18], veja na Fig. 1.4.

Também podemos expressar a condição periódica de contorno de forma matemática

por  an+1,j = a1,j

ai,n+1 = ai,1,
(1.13)

sendo ai,j um sítio da rede na posição (i, j) em uma rede tendo dimensão n por n.

Retomando o modelo proposto por Ising, temos uma energia de interação entre os dois

spins primeiro vizinhos que é −J quando os spins se encontram paralelos (↑↑; ↓↓), e +J

para o caso dos spins estarem antiparalelos (↑↓ ; ↓↑). A Hamiltoniana que descreve este

modelo sem a presença de um campo magnético externo é:

H = −J
∑
〈i,j〉

σiσj, (1.14)

onde σi(j) = ±1 representa os spins “para cima” ou “para baixo”, e J é a energia de

interação entre os spins primeiros vizinhos.

1.4 Simulação de Monte Carlo do Modelo de Ising

Para exemplificar melhor a aplicação das simulações de MC, vamos intoduzir rapida-

mente os procedimentos para a simulação no modelo de Ising.
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Vamos simular o modelo de Ising utilizando uma rede quadrada com diferentes tama-

nhos L = 8, 16, 32, 64 e 128. Essas redes foram constituídas de sítios, cada um é ocupado

por uma partícula de spin 1/2 com o estados “para cima” com valor +1, ou “para baixo”

com valor -1. Utilizamos condições de contorno periódicas. O estado inicial de cada

spin da rede foi gerado aleatoriamente e foram feitas atualizações através do algoritmo de

Metropolis. Geralmente descartamos 2, 5 × 104 MCs, para atingir a termalização, para

qualquer tamanho de rede.

A unidade de tempo MC equivale a uma realização de L2 sorteios na rede onde todos

os spins têm a mesma probabilidade de serem sorteados e, em cada sorteio, tentamos

mudar o estado do spin.

Podemos ver na Fig. 1.5 o tempo (em MCs) que cada tamanho de rede demora para

alcançar o equilíbrio térmico. A figura também mostra a magnetização total por sítio m

em função do tempo (MCs). No início da simulações tem-se uma flutuação nos valores

da magnetização até que em um determinado valor de MCs, o sistema oscila em torno de

um valor médio, ou seja, o sistema atingiu o equilíbrio termodinâmico. Note que quanto

maior for o tamanho do sistema menor é a variação em torno do ponto médio. Somente

após atingir o equilíbrio termodinâmico que podemos estimar as médias das quantidades

termodinâmicas de interesse (magnetização m, susceptibilicade χ, calor específico c, etc).

Neste trabalho sempre utilizamos as constantes kB e |J | sendo iguais a 1, e a tempe-

ratura está em unidades de kB/|J |, a anisotropia D esta em unidades de 1/|J |.

Foram calculados a magnetização por sítio m,

m =
〈M〉
L2

=
1

L2

〈∣∣∣∣∣
L2∑
i

σi

∣∣∣∣∣
〉
, (1.15)

a energia por sítio e,

e =
〈e〉
L2

=
1

L2

〈
L2∑
i

εi

〉
, (1.16)

onde εi é a energia no sítio i, o calor especifico c (mais detalhes no apêndice A),

c =
〈E2〉 − 〈E〉2

kBT 2L2
, (1.17)

susceptibilidade magnética,

χ =
〈M2〉 − 〈M〉2

kBT 2L2
(1.18)
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Figura 1.5: Magnetização total m e energia e por sítio em função dos MCs para três ta-
manhos de rede L, como mostrado na figura. O sistema é simulado para uma temperatura
fixa T = 2, 0.

e o cumulante de Binder de quarta ordem UL [27] (ou quarto momento da magnetização),

UL = 1− 〈m4〉
3〈m2〉2

. (1.19)

o cruzamento entre as curvas do cumulante de Binder para diferentes tamanhos de rede

nos da a temperatura crítica para uma transição de segunda ordem.

Na Fig. 1.6(a) pode-se notar o comportamento da magnetização m em função da

temperatura T para vários tamanhos de rede L. Podemos observar que as magnetizações

tendem a zero quando a temperatura cresce, o que indica uma transição de fase.

Na Fig. 1.6(b) temos o comportamento energia e em função da temperatura T para

vários tamanhos da rede L. Tanto a curva da magnetização, quanto a da energia não

apresentam uma descontinuidade explicita, isso indica que pode haver uma transição de

fase de segunda ordem.

Obtemos também curvas do cumulante de Binder de quarta ordem UL para vários
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tamanhos de rede, que se cruzem em um único ponto, que é o ponto crítico, cujo valor

estimado é Tc = 2, 266± 0, 0143 (veja detalhe da Fig. 1.7). O valor exato da literatura é

Tc = 2
ln (1+

√
2)
≈ 2, 269 [18].

Na Fig. 1.8(b) podemos observar o comportamento do calor específico c e susceptibi-

lidade χ, que apresentam um pico na temperatura crítica. Note que quanto maior for o

tamanho da rede L mais o pico se aproxima da temperatura crítica. O aumento do nú-

mero de MCs pouco altera a distribuição das curvas [22], porem quanto maior o número

de MCs melhor será a precisão do resultado.

A temperatura crítica pode ser ainda estimada através dos picos da susceptibilidade

χ ou/e do calor específico c, conforme mostrado na Fig. 1.8(b). Pode-se ver que quanto

maior for o tamanho da rede mais preciso fica o ponto de máximo, todavia quanto maior

a rede mais tempo é exigido na simulação (devido a termalização, veja Fig. 1.5), por este

motivo é que não utilizamos sistemas com redes muito grandes. Porem uma rede pequena

tem imprecisão quanto a determinação o ponto critico. Posteriormente será visto que a

maioria das simulações será sobre uma rede de tamanho L = 48 no capítulo 2 e L = 60

no capítulo 3.

3O erro foi determinado com o menor e maior ponto onde estimamos ser a temperatura crítica.
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Figura 1.6: (a) Magnetização m e (b) energia e por sítio em função da temperatura T e
para diferentes tamanhos de rede L, como mostrado na figura.
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Figura 1.7: Cumulante de Binder de quarta ordem UL versus temperatura T para dife-
rentes tamanhos de rede L, como mostrado na figura.
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Figura 1.8: (a) Calor específico c e (b) suscepitibilidade χ em função da temperatura
T para diferentes tamanhos de rede L, como mostrado na figura. Em (b) temos uma
ampliação para ver a curvas com L menores.



2
Modelo de Ising Ferrimagnético com Anisotropias

Uniformes

Neste capítulo vamos utilizar simulações de MC, para estudar o modelo de Ising fer-

rimagnético de spin misto com spin-1/2 e spin-1. Aqui temos uma rede triangular e uma

anisotropia uniforme atuando na sub-rede C.

A anisotropia que atua em cada spin da sub-rede C é responsável por aumentar ou

diminuir os efeitos da magnetização dos spins em cada sítio.

Como neste trabalho as simulações exigem grande esforço computacional, foi utili-

zado o Laboratório de Matemática Aplicada do Departamento de Matemática (LAMAP

- UFMT) cujo laboratório está sob coordenação do prof. Dr. André Krindges, para poder

realizar as simulações.

2.1 Modelo

O modelo estudado aqui nesta dissertação consiste em uma rede composta por três

sub-redes interpenetrantes A, B e C. Cada sitio das sub-redes é ocupado por átomos

magnéticos com spins σA(B) = 1/2 (estados ∓1/2) nas sub-redes A e B. Já na sub-

rede C os spins são SC = 1 (estados ±1; 0), como esquematizado na Fig. 2.1. Como o

sistema é ferrimagnético a interação de troca é negativa J < 0. Na sub-rede C existe uma

anisotropia uniforme D. A Hamiltoniana que descreve o sistema é:

H = −J

( ∑
i∈A,j∈B

σiσj +
∑

i∈A,k∈C

σiSk +
∑

j∈B,k∈C

σjSK

)
−D

∑
k∈C

S2
k , (2.1)
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onde os termos que multiplicam J , representam a interação entre os pares dos primeiros

vizinhos, como mostrado na Fig. 2.1. Podemos notar que cada spin tem 6 primeiros

vizinhos. O termo com D na Eq. (2.1) representa a anisotropia uniforme aplicada em

todas os spins da sub-rede C.

SC σA σB

σBσA SC σA

SC σA σB

Figura 2.1: Representação esquemática de uma rede triangular mista, composta pelas
sub-redes A (σA), B (σB) e C (SC) com spins 1/2, 1/2 e 1, respectivamente. Os círculos
tracejados indicam onde há presença da anisotropia D.

2.2 Estado Fundamental

Agora vamos estudar o estado fundamental do sistema (para T = 0). Para isso, vamos

analisar uma célula unitária triangular constituída por σA, σB, SC , e considerar todos

os estados possíveis das variáveis. Podemos obter as fases e expressões para as energias

reduzidas por sítio e/|J | [8].

Como S = (σA, σB, SC) = (1/2, 1/2, 1) temos duas1 situações possíveis para a sub-rede

C, SC = 0 ou SC = ±1. Para o caso SC = 0, como SC não contribui para energia (Eq.

(B.2)), então podemos ter os spins “para cima” na sub-rede A (σA = +1/2) enquanto que

na sub-rede B estará “para baixo” (σB = −1/2), que tem a mesma energia que oposto

(σA = −1/2 e σB = +1/2). Isso pode ser visto no apêndice B.2. Vamos definir esse estado

como sendo o estado ordenado ferrimagnético2 do tipo 1, FR1 : (±1/2,∓1/2, 0).
1Temos duas situações pois, os termos da sub-rede C estão elevado ao quadrado na Eq.(2.1), não 3

como se poderia pensar devido a sub-rede C possuir 3 estados.
2A escolha deste nome se deve ao fato que os spins das sub-redes possuem módulos diferentes (|SC |6=

|σA(B)|) e são antiparalelos (↓↓↑).
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Para o caso em que SC = ±1, temos que os spins da sub-rede C tem grande contri-

buição na energia, então os spins das sub-redes A e B tendem a se opor ao sentido dos

spins da sub-rede C, para minimizar a energia, as sub-redes A e B são sofrem a influência

da anisotropia D. Portanto um outro estado ordenado aparece e vamos denominar como

sendo o estado ordenado ferrimagnético do tipo 2, FR2 : (±1/2,±1/2,∓1) (veja apêndice

B.3).

Energias associadas aos estados:

• Fase 1 -FR1 : (±1/2,∓1/2, 0) - estado ferrimagnético com SC = 0, σA = σB = ±1/2

e a energia −1
4
.

• Fase 2 - FR2 : (±1/2,±1/2,∓1) - estado ferrimagnético com SC = ∓1, σA = σB =

±1/2 e a energia −3
4
− D

3|J | .

As energias reduzidas são obtidas da Eq. (2.1) e estão mostradas na tabela 2.1. Para

mais detalhes veja apêndice B.

Tabela 2.1: Configurações para o estado fundamental do sistema, com suas respectivas
energias reduzidas para diferentes intervalos da anisotropia [9].

Estado e/|J | D/|J |
FR1 : (±1/2,∓1/2, 0) −1/4 (−∞,−3/2)
FR2 : (±1/2,±1/2,∓1) −3/4−D/3|J | (−3/2,+∞)

Para se ter uma idéia melhor destes dois estados podemos observar na Fig. 2.2 o

comportamento das magnetizações das sub-redes A, B e C (dadas pelas Eq. (2.2)). Note

que elas apresentam as magnetizações esperadas segundo a análise do estado fundamental,

todavia, a figura é para uma temperatura T = 0, 2. Note também que na Fig. 2.9(a)

depois de termalizar temos uma tendência para ir ao estado FR1
3 enquanto que na Fig.

2.9(b) temos o estado FR2
4.

2.3 Simulações de Monte Carlo

Para estudarmos as propriedades termodinâmicas deste modelo empregamos simula-

ções de MC. Utilizamos redes de tamanho linear L, com os valores de L = 24 até L = 120.

Como a rede é formada por triângulos o valor de L deve sempre ser múltiplo de 3. Quanto
3O estado FR1 na Fig. 2.9(a) é (+1/2,−1/2, 0).
4O estado FR2 na Fig. 2.9(b) é (+1/2,+1/2,−1).
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Figura 2.2: Magnetizações de sub-rede mA, mB e mC em função dos MCs. (a) Para
a anisotropia D = −1, 432 e (b) para a anisotropia D = −1, 55. As simulações foram
realizadas para uma rede de tamanho L = 48 e para T = 0, 2.

à anisotropia D foram tomados valores de D = −3, 0 até D = 2, 0. Para determinar os

valores da temperatura crítica utilizamos os picos do calor específico, na maioria das vezes

as simulações ocorreram em uma rede com tamanho L = 48. Nosso sistema é composto

de três sub-redes interpenetrantes, cada uma contendo L2/3 sítios, com condições de

contorno periódicas como já apresentado na seção 1.3.

Para começar a simulação, a rede é gerada distribuindo-se os estados dos spins aleato-

riamente. Geralmente descartamos 3, 0× 104 MCs para o sistema termalizar e utilizamos

3, 0 × 105 MCs para calcularmos as médias termodinâmicas. Estes valores são obtidos

com base na análise dos gráficos da termalização para diferentes valores de temperatura

T e anisotropias D. Calculamos as magnetizações das sub-redes A, B e C, por sítio,

mA(B) = 3[〈|MA(B)|〉]/L2 = 3

〈∣∣∣∣∣∣
∑
i∈A(B)

σi

∣∣∣∣∣∣
〉 /L2, (2.2a)

mC = 3[〈|MC |〉]/L2 = 3

[〈∣∣∣∣∣∑
k∈C

Sk

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (2.2b)

onde 〈· · ·〉 denota a média térmica e [· · ·] denota a média sobre as amostras do sistema.

A Fig. 2.3 apresenta a evolução da magnetização alternada (Eqs. (2.3a) e (2.3b)) e da

energia (Eq. (1.16)) em função do tempo (MCs).

O sistema apresenta uma magnetização total5 nula para temperatura zero, veja Fig.
5A magnetização total é Eq. B.8, devido a natureza dos estados ordenados FR1 e FR2 ela tende a

ser nula.
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Figura 2.3: Magnetização alternada ma1, ma2 e energia e em função dos MCs. Em (a)
temos T = 0, 8 e D = 2, 0. (b) Para T = 0, 35 e D = −3, 0. As simulações foram
realizadas para uma rede de tamanho L = 120.

2.4 e apêndice B.5, portanto é conveniente utilizarmos como parâmetro de ordem as

magnetizações alternadas que podem ser escritas como,

ma1 = [〈|Ma1|〉]/L2 =

[〈∣∣∣∣∣∑
k∈C

Sk − 2
∑
i∈A

σi − 2
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (2.3a)

ma2 = 3[Ma2]/L
2 = 3

[〈∣∣∣∣∣∑
i∈A

σi −
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (2.3b)

note que temos duas magnetizações alternadas. Isto se deve ao fato que temos duas fases

ferrimagnéticas FR1 e FR2, a magnetização ma2 tende a ser nula até que em uma certa

“região”6 a magnetização ma1 torne se nula, como pode ser visto na Fig. 2.5(b).

Quanto à energia total do sistema E, calor específico por sítio,

c =
[〈E2〉]− [〈E〉]2

kBT 2L2
, (2.4)

onde kB é a constante de Boltzmann.

O cumulante de Binder de quarta ordem7 [27],

Ua1 = 1− [〈m4
a1〉]

3[〈m2
a1〉]2

, (2.5a)

6Esta região esta em função da magnetização, por volta de D = −1.48.
7Um cumulante de Binder para cada uma das magnetizações, Ua1 para a magnetização alternada ma1

e Ua2 para a magnetização alternada ma2.
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Figura 2.4: Magnetização total das sub-redes em função dos MCs. (a) Para T = 0, 8 e
D = 2, 0. (b) Para T = 0, 35 e D = −3, 0. As simulações foram realizadas para uma rede
de tamanho L = 120.

Ua2 = 1− [〈M4
a2〉]

3[〈M2
a2〉]2

. (2.5b)

O cumulante de quarta ordem da energia,

V = 1− 〈E4〉
3〈E2〉2

. (2.6)

Utilizamos as quantidades acima para a determinação da transição de fase, bem como

para a determinação de sua natureza. Por exemplo as temperaturas críticas podem ser

obtidas pela localização dos picos das curvas do calor específico. Também é possível

a obtenção do ponto crítico com maior precisão, utilizando a intersecção das curvas do

cumulante de Binder de quarta ordem para diferentes tamanhos da rede L, como mostrado

nas Figs. 2.7(a) e 2.7(b). Neste trabalho utilizamos os picos do calor específico, todavia,

para algumas anisotropias utilizamos o cumulante de Binder tendo como função verificar

se os resultados do calor específico estão próximos aos do cumulantes. Com isso poderemos

ver o comportamento de transição de fase para diferentes valores da anisotropia uniforme.

2.4 Resultados e Discussões

Na Fig. 2.5(a) as magnetizações alternadas ma1 e ma2 (Eq. (2.3)) são apresentadas e

obtidas a partir de nossas simulações. Com isso podemos verificar que as magnetizações
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Figura 2.5: (a) Magnetizações alternadas por spin ma1 e ma2 e (b) calor específico c em
função da temperatura T , e para diferentes valores de D como mostrado na figura. As
simulações foram realizadas para uma rede de tamanho L = 48.
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Figura 2.6: Magnetização alternada ma1 em função da anisotropia D crescente (I) e
decrescente (J) para diferentes temperaturas T , como mostrado na figura. As simulações
foram realizadas para um tamanho de rede L = 48. As curvas se assemelham a curvas de
histerese, portanto as setas de dupla ponta indicam a largura do ciclo da histerese. As
barras de erros são menores que os símbolos.

variam continuamente com a temperatura indicando8 uma transição de fase de segunda

ordem. Podemos observar que as duas magnetizações apresentam um comportamento

interessante, pois para os casos em que a anisotropia é D = 1, 0, 0, −1, 0, −1, 48 a mag-

netização alterna da ma1, é contínua (tem aparência similar ao da Fig. 1.6(a)) enquanto

que a magnetização alternada ma2, é nula, exceto para o caso de D = −1, 48, neste caso

há um pequeno pico. Já para o D = −2, 0; −3, 0 temos que agora ma1 é nula enquanto

ma2 é continua. Na Fig. 2.5(b) temos os pontos do calor específico c (Eq. (2.4)) utilizados

para determinação das temperaturas críticas. Nesta figura temos uma descontinuidade no

calor específico (segunda derivada), para os diferentes valores da anisotropia D. Quanto

mais próximo de D = −1, 47 mais alto o pico do calor especifico e para valores menores o

pico vai diminuindo, como em D = −2, 0 e D = −3, 0. Nestas simulações adotamos um

tamanho de rede L = 48.

Podemos observar na Fig. 2.8 que temos um mínimo da linha cheia, então investigamos
8Assim como o modelo de Ising analizado na seção 1.4, em que as curvas da magnetização (Fig. 1.6(a))

também são continuas e são de segunda ordem.
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a existência de uma transição de fase próxima à Tc ' 0.35. A linha esperada para a

transição é vertical em relação a abscissa (eixo D), é conveniente fixar a temperatura

e plotar o parâmetro de ordem magnetização alternada 1 ma1 como função crescente e

decrescendo da anisotropia D. Apresentamos na Fig. 2.6 a magnetização, ela tem um

caráter descontínuo e apresenta curvas similares á “ciclos de histerese”, caracterizando

uma transição de fase de primeira ordem9.

Na Fig. 2.8 apresentamos o digrama de fases temperatura crítica Tc versus anisotropia

D. A linha contínua representa as transições de fase de segunda ordem e foi determinada

a partir dos picos do calor específico c (como por exemplo da Fig. 2.5(a)). Para verificar

os nossos resultados do calor específico, alguns pontos (quadrado - �) foram também

calculados com o método do cumulante de Binder de quarta ordem, eles podem ser vistos

na Fig. 2.7, onde comparamos os métodos do cumulante de Binder de quarta ordem com

os valores obtidos pelo calor específico c, tabela 2.2.

Tabela 2.2: Comparação entre os métodos para determinação da temperatura crítica,
entre o cumulante de Binder de quarta ordem e o colar específico.

Temperatura Erro
Calor

específico Binder Calor
específico Binder

Aniso-
tropia

0 0, 7576 0, 7487 ±0, 004 ±0, 001
−2, 0 0, 3661 0, 3663 ±0, 004 ±0, 001

Temos uma transição de fase de primeira ordem no diagrama de fases Fig. 2.8, entre

os estados ferrimagnético tipo 1 FR1 : ±1/2,±1/2, 0 e tipo 2 FR2 : ±1/2,±1/2,±1,

que começa no ponto da anisotropia crítica DC (com T = 0) e que segue em torno da

linha pontilhada, obtida a partir das curvas de histerese presentes na Fig. 2.6, esta linha

continua até o ponto crítico final (•) da linha de primeira ordem.

É importante notar que não conseguimos mapear a linha de primeira ordem o suficiente

para afirmar que ela se encontra com a linha de segunda ordem, então definimos o ponto

crítico final (•) como sendo o ponto final da linha de primeira ordem até onde conseguimos

mapear. As coordenadas do ponto crítico final são dadas por (D = −1, 487, T = 0, 33)

apresentadas na Fig. 2.9(a), onde podemos ver que com a evolução do tempo (em MCs)

temos uma mudança do estado ferrimagnético tipo 1 (nas regiões 1 e 2) para tipo 2 (na
9Descontinuidade da primeira derivada da energia livre (magnetização - Eq.(1.4)), segundo a classifi-

cação de Paul Ehrenfest [17] é uma transição de fase de primeira ordem.
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Figura 2.7: Cumulante de Binder de quarta ordem das magnetizações alternadas versus
temperatura T . (a) Ua1 para D = 0 e (b) Ua2 para D = −2, 0.
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Figura 2.8: Diagrama de fases temperatura crítica Tc versus anisotropia D. Na linha cheia
temos uma transição de fase de segunda ordem, com o ponto com a menor temperatura
sendo o ponto de coexistência de estados (�). Os quadrados (�) são pontos calculados
pelo método do cumulante de Binder. A linha pontilhada é uma transição de fase de
primeira ordem que se inicia no ponto de anisotropia crítica DC (para TC = 0) e vai até o
ponto crítico final (•). Os símbolos . e / representam as larguras das curvas de histerese.
As simulações foram realizadas para um rede triangular de tamanho linear L = 48 e
temos três fases P , FR1 e FR2, sendo, paramagnética, ferrimagnética do tipo 1 e do tipo
2, respectivamente.
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região 3), indicando assim que há uma coexistência das fases ordenadas FR1 e FR2 no

ponto crítico final.

No ponto de coexistência de fases10, aqui representado pelo símbolo ♦ no diagrama de

fases, podemos notar uma coexistência entre as fases FR1, FR2 e P . Nós determinamos

as coordenados do ponto de coexistência como sendo (Dt = −1, 74, Tt = 0, 35). Na Fig.

2.9(b) isso é nítido pois temos inicialmente o estado FR2 (região 1) depois o sistema passa

por regimes de P (região 2) e tenta ir para o estado FR1 (região 3).

Vemos na Fig. 2.8 uma predominância da fase FR2 na região ordenada, e que quando

a temperatura aumenta o sistema converge para um estado paramagnético independente

da anisotropia.

Os resultados das nossas simulações são similares aos da referência [9]. A temperatura

crítica encontrada foi Tc = 0, 7488(1) para D = 0 enquanto que na referência foi Tc =

0, 7485(1). Outra temperatura obtida foi Tc = 0, 3663(1) para D = −2, a mesma da

referência. Ambas as temperaturas são para uma rede de tamanho L = 48.

Calculamos também o mínimo do cumulante da energia Vmin (Eq. (2.6)) para ficar

mais claro se a transição é de segunda ordem ou de primeira ordem (ver Fig. 2.10). A

ordem da transição de fase pode ser estabelecida por uma análise de escala de tamanho

finito (finite-size scaling analysis). Por exemplo, em nossas simulações nós encontramos

a interceptação11 da reta com o eixo vertical Vmin = 0, 6664(1), para D = 0 e Vmin =

0, 6664(6), para D = −2, 0 sendo estes valores inferiores a V∗ = 2/3 para L → ∞, como

esperado para transições de fase de segunda ordem.

10O ponto de coexistência de fases é o ponto de mínimo da curva de segunda ordem, pois abaixo deste
ponto tem-se uma linha de coexistência de fases entre as fases ordenadas FR1 e FR2.

11A interceptação foi conseguida utilizando o ajuste linear.



2.4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 28

(a)

(b)

Figura 2.9: Magnetização das sub-redes A, B e C em função dos MCs. As simulações
foram realizadas para uma rede com tamanho linear L = 48. Em (a) T = 0, 33, D =
−1, 487, e as regiões 1, 2 e 3 são os estados FR1(−1/2,+1/2, 0), FR1(+1/2,−1/2, 0) e
FR2(−1/2,−1/2,+1), respectivamente. Em (b) T = 0, 35, D = −1, 47, e as regiões 1, 2
e 3 são os estados FR2(+1/2,+1/2,−1), P e FR2(−1/2,−1/2,+1), respectivamente.
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Figura 2.10: Cumulante da energia mínimo Vmin versus L−2. Em (a) a anisotropia é
D = 0 e em (b) é D = −2, 0. A linha cheia corresponde ao valor V∗ = 2/3 e a linha
tracejada ao ajuste linear dos dados.



3
Modelo de Ising Ferrimagnético com Anisotropias

Aleatórias

Neste capítulo estudamos o modelo de Ising ferrimagnético de spins mistos com spin-1

e spin-1/2 na presença de anisotropias aleatórias em uma rede triangular.

Em nosso modelo, além dos efeitos da intensidade da anisotropia temos uma diluição

dessa anisotropia na sub-rede C, ou seja, apenas alguns spins desta sub-rede sofrem a

influência da anisotropia, enquanto que uma percentagem restante é livre da ação da

anisotropia. Em outras palavras, na sub-rede C existem valores de anisotropia D = 0

ou D = D0 distribuídos aleatoriamente. Esta aleatoriedade pode ser usada para modelar

situações em que um material apresenta impurezas em sua constituição, imperfeições

estruturais, etc.

Assim como no capítulo anterior as simulações também foram realizadas no LAMAP.

3.1 O Modelo

O modelo de Ising ferrimagnético de spins mistos com spin-1 e spin-1/2, na presença

de anisotropias aleatórias, em uma rede triangular é descrito pela seguinte Hamiltoniana:

H = −J

( ∑
i∈A,j∈B

σiσj +
∑

i∈A,k∈C

σiSk +
∑

j∈B,k∈C

σjSk

)
−
∑
k∈C

DkS
2
k , (3.1)

onde J é a magnitude da interação entre os spins primeiros vizinhos, as três parcelas que

multiplicam J são somas sobre os primeiros vizinhos de um sítio qualquer que interage

com as outras sub-redes, σ(i)j são sítios com spin-1/2 das sub-redes A e B, enquanto Sk

são spins nos sítios da sub-rede C e que possuem spin-1. DC
k é a anisotropia aleatória que
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satisfaz a seguinte distribuição de probabilidade:

P (DC
k ) = pδ(Dk) + (1− p)δ(Dk −DC

k ), (3.2)

onde o termo pδ(Dk) da equação acima indica que uma porcentagem p de spins na sub-

rede C está livre da ação da anisotropia aleatória, enquanto que o termo (1−p)δ(Dk−DC
k )

indica uma porcentagem 1 − p de spins na sub-rede C sobre a influência da anisotropia

aleatória.

No capítulo 2 tratamos o problema com anisotropia constante em toda a sub-rede C,

isso equivale ao caso de p = 0. Pois temos que 1 − p = 1, ou seja todos os spins da

sub-rede C estão sobre a influência da anisotropia com módulo D.

3.2 Simulações de Monte Carlo

Para as nossas simulações utilizamos redes triangulares de tamanho L = 24 até L =

120, todavia na maioria das vezes foi utilizado L = 60. Esta rede é constituídas de três

sub-redes interpenetrantes, com cada uma dessas sub-redes com L2/3 sítios, e aplicamos

condições de contorno periódicas.

Os estados inicias de cada uma das configurações foram preparados a partir da distri-

buição dos estados dos spins de forma “up”, em que todos estão em (+1/2,+1/2,+1). A

partir desta configuração, a qual será o ponto inicial da simulação, as atualizações foram

realizadas pelo algoritmo de Metropolis. Isso foi utilizado para reduzir o tempo de ter-

malização. Como pode ser visto na Fig. 3.1, a magnetização vai mais rapidamente para a

termalização (Fig. 3.2(a)) do que se usássemos uma distribuição aleatória (Fig. 3.2(b)).

Para cada amostra do sistema, as anisotropias foram distribuídas aleatoriamente res-

peitando a distribuição de probabilidade dada pela Eq. (3.2). Para p = 0 temos o caso

visto no capítulo anterior. Por exemplo, para uma amostra com p = 0, 2 temos que em

média, 20% dos spins da sub-rede C estão sob a influência da anisotropia D, ou seja, 80%

dos spins estão livres da anisotropia, o mesmo vale pra p = 0, 4 e assim por diante. A

distribuição é aplicada aos sítios da sub-rede C com um valor de anisotropia D. Nor-

malmente, foram utilizados 4 amostras com 0, 9 × 106 MCs para os cálculos das médias

termodinâmicas e 1, 1 × 105 MCs foram descartados pois o sistema não tinha atingido a

termalização. Para se ter uma ideia da influencia da distribuição na termalização veja as



3.2. SIMULAÇÕES DE MONTE CARLO 32

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,8

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

 ma2

 ma1

 e

104   MCs
(a)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,8

-0,6

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

ma2

ma1

e

104   MCs
(b)

Figura 3.1: Termalização para as magnetizações alternadas ma1, ma2 e energia e em
T = 0, 75, p = 0, 2 e D = 1, 0. Em (a) a distribuição dos spins é de forma aleatória e em
(b) a distribuição é de forma “up”. Aqui usamos o tamanho de rede L = 120.

Figs. 3.1 e 3.2.

Foram calculadas as magnetizações das sub-redes A, B e C por sítio,

mA(B) = 3[〈|MA(B)|〉]/L2 = 3

〈∣∣∣∣∣∣
∑
i∈A(B)

σi

∣∣∣∣∣∣
〉 /L2, (3.3a)

mC = 3[〈|MC |〉]/L2 = 3

[〈∣∣∣∣∣∑
k∈C

Sk

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (3.3b)

onde 〈· · ·〉 indica a média térmica e [· · ·] denota a média sobre as amostras do sistema.

O parâmetro de ordem apropriado são as magnetizações alternadas, pois nosso sistema

apresenta uma magnetização total nula em T = 0. A magnetização alternada é estimada

como:

ma1 = [〈|Ma1|〉]/L2 =

[〈∣∣∣∣∣∑
k∈C

Sk − 2
∑
i∈A

σi − 2
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (3.4a)

ma2 = 3[Ma2]/L
2 = 3

[〈∣∣∣∣∣∑
i∈A

σi −
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣
〉]

/L2, (3.4b)

sendo ma1 e ma2 as magnetizações alternadas 1 e 2, respetivamente.
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Figura 3.2: Termalização para as magnetizações alternadas ma1, ma2 e energia e em (a)
para T = 0, 35, p = 0, 4, D = −1, 0 e em (b) para T = 0, 6, p = 0, 8, D = −2, 0. Aqui
usamos o tamanho de rede L = 120.

A energia total por sítio é dada por,

〈E〉 =
1

L2M

M∑
i=1

Ei (3.5)

sendo M o número de passos de Monte Carlo após a termalização do sistema e Ei é a

energia no i -esimo estado do sistema.

O cálculo do calor específico também foi utilizado, já que o mesmo é um fator deter-

minante na obtenção das temperaturas críticas, dado por,

c =
[〈E2〉]− [〈E〉]2

kBT 2L2
, (3.6)

sendo kB a constante de Boltzmann, e T a temperatura do sistema.

Temos também os cumulantes de Binder de quarta ordem1,

Ua1 = 1− [〈M4
a1〉]

3[〈M2
a1〉]2

, (3.7a)

Ua2 = 1− [〈M4
a2〉]

3[〈M2
a2〉]2

. (3.7b)

Utilizamos as quantidades acima pois elas são úteis na determinação das linhas de
1Um cumulante de Binder para cada uma das magnetizações, Ua1 para ma1 e Ua2 para ma2.
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transições de fases bem como para a determinação de sua natureza. Por exemplo as

temperaturas críticas podem ser obtidas pela localização dos picos das curvas do calor

específico, também é possível a obtenção com maior precisão, pela intersecção das curvas

do cumulante de Binder de quarta ordem, para diferentes tamanhos da rede L. Todavia

neste trabalho utilizamos os picos do calor específico devido a necessidade precisarmos fa-

zer mais de uma simulação para determinação de uma temperatura crítica, e também não

foi utilizada as curvas da suscetibilidade magnética devido ao fato que temos duas e isso

demanda mais tampo na análise das mesmas. Com isso poderemos ver o comportamento

da transição de fase para diferentes valores da anisotropia D e do parâmetro p.

3.3 Resultados e Discussões

As temperaturas críticas podem ser determinadas pela interseção das curvas do cu-

mulante de Binder de quarta ordem para vários tamanhos de rede. Podemos também

calcular a temperatura crítica de uma maneira mais rápida, pelo pico das curva do calor

específico.

Podemos ver na Fig. 3.3 que ao utilizar esta metodologia devemos tomar cuidado,

pois a medida que p aumenta a curva do calor específico pode deixar de ter um pico bem

definido.À medida que p aumenta temos um deslocamento do pico do calor específico

para a esquerda, ou seja, a um diminuição na temperatura crítica, para uma anisotropia

D = 1, 0.

Para p = 1, 0, onde não existe a influência2 da anisotropia aleatória na sub-rede C, a

Eq. (2.1) agora pode ser reescrita como a seguinte Hamiltoniana,

H = −J

( ∑
i∈A,j∈B

σiσj +
∑

i∈A,k∈C

σiSk +
∑

j∈B,k∈C

σjSk

)
, (3.8)

onde podemos notar que a energia não será afetada pela anisotropia, isso implica que o

calor específico Eq. (2.4) também não será afetado resultando num valor constante3 para

p = 1, 0, que pode ser visto na Fig. 3.4(a).

Para D = 0 (Fig. 3.5(a)) em qualquer que seja o valor de p temos o mesmo resultado
2Como p = 1, 0, temos que: p−1 = 0, ou seja a fração de sítios sob a influência da anisotropia aleatória

é nula Eq. (3.2).
3Como os picos do calor especifico nos dão as temperaturas criticas então como sempre temos a mesma

energia, sempre teremos o mesmo valor para o pico.
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Figura 3.3: Calor específico c em função da temperatura T em D = 1, 0 e para vários
valores de p, como indicados na figura. Aqui as simulações foram realizadas para uma
rede L = 48.

esperado para a situação de p = 1, 0 pois para D = 0 a hamiltoniana se tornará novamente

a Eq. (3.8). Na Fig. 3.4(b) temos o gráfico do calor específico c em função da temperatura

T , para diferentes valores de p. Isso também indica que as curvas de transição de fase de

segunda ordem para cada valor de p devem se cruzar no ponto em que a anisotropia é

nula (D = 0) (veja apêndice D), como pode ser visto na Fig. 3.10.

Para p = 0, 2 (Fig. 3.9) temos o deslocamento do ponto para a menor temperatura

para a esquerda em relação ao caso em p = 0. Com base no cálculo das áreas relacionadas

ao ciclo de histerese, apresentadas na Fig. 3.6 para diferentes valores da temperatura

T = 0, 14, podemos obter uma estimativa para a linha de transição de fase de primeira

ordem. Na tabela 3.1 apresentamos as áreas normalizadas (em porcentagem) com relação

à área obtida na Fig. 3.6(a) para T = 0, 14 (maior área). Nós também representamos

por triângulos (B e C) uma estimativa da largura das curvas de histerese, como pode ser

visto nas Fig. 3.9 e 3.10. A curva tracejada representa uma “tentativa” de ligar o ponto

de anisotropia crítica DC (para T = 0) ao ponto tricrítico na linha de transição de fase de

segunda ordem, onde podemos observar que ao longo dessa linha ocorre uma diminuição

da área do ciclo de histerese. Essa linha representa a linha de transição de fase de primeira
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Figura 3.4: (a) Temperatura crítica Tc em função anisotropia D. (b) calor específico c
em função da temperatura T . Em (b) temos diferentes valores de anisotropia D, como
mostrado na figura e para p = 1, 0.

ordem entre as fases ordenadas FR1 e FR2.

Tabela 3.1: Área normalizada (em porcentagem) para as diferentes temperaturas presentes
na Fig. 3.6.

Temperatura T Área (normalizada)
0,14 100,00%
0,16 60,59%
0,17 36,90%
0,18 19,43%
0,20 10,58%
0,25 2,78%

Podemos observar também que na Fig. 3.9 (para p = 0, 2) os pontos representados

pelos símbolos quadrados (�) são os valores da temperatura crítica obtidos pelo método

do cumulante de Binder de quarta ordem. Por exemplo, na Fig. 3.7 apresentamos os

resultados para D = 0 (Fig. 3.7(a)) e D = −2, 5 (Fig. 3.7(b)) cujo objetivo aqui é

verificar se os resultados obtidos pelo método do cumulante são similares aos do obtidos

pelo método do calor específico. Na tabela 3.2 apresentamos uma compraração entre os

dois métodos.

Representado pelo símbolo � no diagrama de fases (ver Fig. 3.10 e 3.9), podemos

observar uma coexistência entre os estados FR1, FR2 e P . Para o caso p = 0, 2, nós

estimamos as coordenadas do ponto tricrítico como sendo (Tt = 0, 242, Dt = −1, 749).

Na Fig. 3.8 apresentamos as magnetizações de sub-redes A, B e C em função dos MCs,

onde podemos observar nitidamente a coexistência de fases onde inicialmente temos o



3.3. RESULTADOS E DISCUSSÕES 37

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0,0

0,4

0,8

1,2

1,6

2,0

 p=1,0
 p=0,6
 p=0,4
 p=0,2
 p=0,0

c

T
(a)

Figura 3.5: Calor específico c em função da temperatura T . Temos diferentes valores da
distribuição p, como mostrado na figura e para uma anisotropia D = 0.

Tabela 3.2: Comparação entre os métodos do cumulante de Binder de quarta ordem e o
colar específico para a determinação da temperatura crítica em p = 0, 2.

Temperatura Erro
Calor

específico Binder Calor
específico Binder

Aniso-
tropia

0 0, 746 0, 749 ±0, 003 ±0, 001
−2, 5 0, 283 0, 270 ±0, 004 ±0, 004
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Figura 3.6: Magnetização alternada ma1 em função da anisotropia D crescente (I) e
decrescente (J), para p = 0, 2 e L = 66. Para as temperaturas (a) T = 0, 14, (b)
T = 0, 16, (c) T = 0, 17, (d) T = 0, 18, (e) T = 0, 20 e (f) T = 0, 25.
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Figura 3.7: Cumulante de Binder de quarta ordem em função da temperatura T . (a)
Para a magnetização alternada ma1 e D = 0, 0. (b) Para a magnetização alternada ma2 e
D = −2, 5.

estado FR2 (região 1) depois o sistema passa por regimes de FR1 (região 2) e vai para o

estado P (região 3). Essas simulações foram realizadas para um tamanho de rede L = 60,

uma temperatura fixa em T = 0, 242 e para uma anisotropia D = −1, 749.

Unindo os resultados do capítulo anterior (caso p = 0, presente na Fig. 2.8) com o

caso p = 0, 2 (presente na Fig. 3.9) e as curvas para a transição de segunda ordem para

os casos p = 0, 4, 0, 6, 0, 8 e 1, 0 (calculadas pelas simulações) construímos o diagrama de

fases completo do modelo e a apresentamos na Fig. 3.10. Portanto, temos o resultado final

deste trabalho que é o diagrama de fases da temperatura crítica Tc versus a intensidade da

anisotropia aleatória D, para diferentes valores de p. Em resumo, nesse diagrama de fases

encontramos linhas de transições de fase de segunda ordem e uma região de transição de

fase de primeira ordem para os casos com um parâmetro de distribuição da anisotropia

aleatória p = 0 e p = 0, 2 e, por outro lado, somente linhas de transições de fase de

segunda ordem para os casos de p = 0, 4, 0,6, 0,8 e 1,0.
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Figura 3.8: Magnetização das sub-redes A, B e C em função dos MCs. As simulações fo-
ram realizadas para uma rede com tamanho L = 60, T = 0, 242 e D = −1, 749. As regiões
1, 2 e 3 são os estados FR2(+1/2,+1/2,−1), FR1(+1/2,−1/2, 0) e P , respectivamente.
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Figura 3.9: Diagrama de fases no plano temperatura crítica Tc versus anisotropia D para
p = 0, 2. Na linha cheia temos uma transição de fase de segunda ordem, com o ponto com
a menor temperatura é o ponto coexistência de fases (�). Os quadrados (�) são pontos
calculados pelo método do cumulante de Binder. A linha tracejada é uma tentativa de
formar um caminho para uma transição de fase de primeira ordem que inicia no ponto de
anisotropia crítica Dc vai até o ponto crítico final (•) e os símbolos . e / representam as
larguras das curvas de histerese. As simulações foram realizadas para um rede de tamanho
linear L = 60 e temos três fases P , FR1 e FR2, sendo respectivamente paramagnético,
ferrimagnético, do tipo 1 e ferrimagnético do tipo 2.
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Figura 3.10: Diagrama de fases temperatura crítica Tc versus anisotropia D. Nas linhas
cheias temos as transições de fase de segunda ordem, com os pontos com menor tempe-
ratura sendo o ponto de coexistência de fases (�). As linhas tracejadas são transições de
fase de primeira ordem que iniciam no ponto de anisotropia crítica Dc e vão até o ponto
crítico final (•). Os símbolos I e J são concernentes as larguras das curvas de histerese
para p = 0, 0 e os símbolos . e / são para p = 0, 2. As simulações foram realizadas para
diferentes tamanhos de rede e temos P ,FR1 e FR2, sendo, paramagnético, ferrimagnético
do tipo 1 e 2, respectivamente.



4
Conclusões e Perspectivas de Trabalhos Futuros

Neste trabalho estudamos os efeitos das anisotropias aleatórias diagrama de fases do

modelo de Ising ferrimagnético de spins mistos spin-1/2 e 1 em uma rede triangular. Para

isso utilizamos a técnica de simulação de Monte Carlo.

A dissertação foi dividida em duas partes. Na primeira parte, capítulo 2, estudamos

o efeito da anisotropia uniforme D na sub-rede C no modelo de Ising ferrimagnético de

spins mistos com S = (σA = 1/2, σB = 1/2, SC = 1). Na segunda parte, capítulo 3,

estudamos o efeito das anisotropias aleatórias D na sub-rede C com uma distribuição

de probabilidade P (DC
k ) no modelo de Ising ferrimagnético de spins mistos S = (σA =

1/2, σB = 1/2, SC = 1).

Para o caso em que temos uma anisotropia D uniforme, observamos que o sistema

apresenta transições de fase de segunda e primeira ordens. Analisarmos valores para a

anisotropia D variando entre −3, 0 e 1, 0.

Para o caso da anisotropia que segue uma distribuição de probabilidade bimodal

P (DC
k ) para os spins na sub-rede C, observamos também a existência de uma linha de

transição de fase de segunda e uma linhda de primeira ordem para p = 0, 2 e somente

linhas de segunda ordem para os casos de p = 0, 4, 0,6, 0,8 e 1,0.

Em trabalhos posteriores, poderemos analisar o sistema com outros métodos como mé-

todo de Bethe-Peirls, Parallel Tempering [28] ou Banho Térmico, para determinação das

linhas de primeira ordem com maior precisão. Além disso o sistema apresenta frustração

que não foi abordada neste trabalho. Em trabalhos posteriores seria essencial a análise

da frustração apresentada pelo sistema.
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A
Calculo de Algumas Quantidades

Aqui temos o calculo de algumas quantidades que podem ser do interesse do leitor.

A.1 Cálculo do calor específico

A energia média 〈E〉 do sistema é dada pela soma da relação entre a probabilidade

pω de uma determinada configuração de spins da rede e a energia Eω associada a essa

configuração.

〈E〉 =
∑
ω

Eωpω, (A.1)

A probabilidade pω pode ser escrita como:

pω =
e−βEω

Z
(A.2)

onde Z é a função de partição do sistema. Então a Eq. (A.1) fica:

〈E〉 =
∑
ω

Eω
e−βEω

Z
(A.3)

A função de partição descreve as propriedades estatísticas de um sistema termodinâ-

mico, ela é dada por:

Z =
∑
ω

e−βEω (A.4)

Derivando em relação a β, fica:

∂Z

∂β
=
∑
ω

(−Eω)e−βEω (A.5)
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Reescrevendo a Eq. (A.3),

〈E〉 = − 1

Z

∑
i

(−Eω)e−βEω .

Podemos simplificar utilizando a Eq. (A.5), temos:

〈E〉 = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ

∂β

Agora vamos nos ater ao calor específico. O calor específico é a medida da variação

da energia do sistema em relação à temperatura e, é dado por:

c =
∂〈E〉
∂T

Utilizando β = 1/kBT , podemos reescrevê-la como:

c = − 1

kBT 2

∂〈E〉
∂β

. (A.6)

Derivando novamente a função de partição Eq. (A.4),

∂2Z

∂β2
=
∑
ω

E2
ωe
−βEω (A.7)

e utilizando as Eqs. (A.6) e (A.7), temos:

c = − 1

kBT 2

∂2 lnZ

∂β2
,

rearranjando,

c =
1

kBT 2

∂

∂β

(
− 1

Z

∂Z

∂β

)
.

Substituindo 〈E〉 e Eq. (A.5),temos:

c = − 1

kBT 2

[∑
ω

E2
ω

e−βEω

Z
−
(

1

Z

∂Z

∂β

)2
]

Portanto o calor específico pode ser dado em termos da variância da energia do sistema:

c = −〈E
2〉 − 〈E〉2

kBT 2
. (A.8)
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A.2 Cálculo da suscetibilidade magnética

A magnetização média pode ser dada por:

〈M〉 =
∑
ω

pωMω.

Utilizando pω da Eq. (A.2)

〈M〉 =
1

Z

∑
ω

Mωe
−βEω .

Agora podemos escrever em termos da derivada da função de partição em relação ao

campo aplicado H,

〈M〉 =
1

Z

∂Z

∂H
=

∂

∂H
lnZ (A.9)

A susceptibilidade magnética é dada em termos da variação da magnetização em fun-

ção do campo magnético aplicado:

χ =
∂〈M〉
∂H

=
∂2

∂H2
lnZ

Reescrevendo a equação anterior, temos:

χ =
1

Z

∂2Z

∂H2
−
(

1

Z

∂Z

∂H

)2

Utilizando a Eq. (A.9), podemos reescrever assim:

χ = 〈M2〉 − 〈M〉2. (A.10)



B
Estado Fundamental

Analisando uma célula triangular elementar composta pelos spins σA, σB e SC , e con-

siderando todas a possibilidades dos estados dos spins, podemos fazer uma análise do

estado fundamental.

B.1 Energia Reduzida

Com base na Eq. (2.1) reescrita abaixo,

H = −J

( ∑
i∈A,j∈B

σiσj +
∑

i∈A,k∈C

σiSk +
∑

j∈B,k∈C

σjSk

)
−D

∑
k∈C

S2
k ,

podemos calcular a energia reduzida por sítio do sistema que fica como:

e

|J |
= − 1

2N

J

|J |

 N/3∑
i=1∈A

σi

3∑
j=1∈B

σj +

N/3∑
i=1∈A

σi

3∑
k=1∈C

Sk +

N/3∑
j=1∈B

σj

3∑
i=1∈A

σi +

N/3∑
j=1∈B

σj

3∑
k=1∈C

Sk +

N/3∑
k=1∈C

Sk

3∑
i=1∈A

σi +

N/3∑
k=1∈C

Sk

3∑
j=1∈B

σj

− D

N |J |

N/3∑
k=1∈C

S2
k ,

onde N é o número total de sítios. O fator 1/2 aparece pois temos uma contagem dupla

de cada interação,

e

|J |
=

1

2N

N

3
[σA(3 · σB) + σA(3 · SC) + σB(3 · σA) +

σB(3 · SC) + SC(3 · σA) + SC(3 · σB)]− D

N |J |
N

3
S2
C ,

sendo σA(B) e SC os spins que pertencentem as sub-redes A, B ou C, respectivamente.

Assim,
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e

|J |
=

1

2
(σAσB + σASC + σBσA + σBSC + SCσA + SCσB)− D

3|J |
S2
C .

Esta é a equação da energia reduzida. Podemos remover os termos duplicados visto

que σAσB = σBσA, σASC = SCσA e SCσB = σBSC , ficando como

e

|J |
= σAσB + σASC + σBSC −

D

3|J |
S2
C . (B.1)

B.2 Determinação do Estado Ferrimagnético do Tipo 1

Utilizando a Eq. (B.1) podemos calcular a energia do sistema. No caso que SC = 0,

temos,

e1
|J |

= σAσB. (B.2)

Agora para o caso ±σA = ∓σB, ou seja temos uma sub-rede com spins “para cima” e

outra com spins “para baixo”, ficamos com,

e

|J |
=

(
±1

2

)(
∓1

2

)
= −1

4
. (B.3)

Agora para ±σA = ±σB, ou seja as duas sub-redes A e B estão “para cima” (ou “ para

baixo”)

e

|J |
=

(
±1

2

)(
±1

2

)
=

1

4
. (B.4)

A configuração (±1/2,∓1/2, 0) tem menor energia em relação à configuração (±1/2,±1/2, 0),

portanto, esse estado corresponde ao estado fundamental. Definimos a configuração

(±1/2,∓1/2, 0) como sendo o estado ferrimagnético do tipo 1 (FR1) com a energia redu-

zida Eq. (B.3).

B.3 Determinação do Estado Ferrimagnético do Tipo 2

No caso de SC = ±1, temos duas situações possíves para os spins das sub-redes A e

B. Ou σA = σB, ou σA = −σB mas como o sistema é antiferromagnético1 não temos o
1Os spins menores se opõem ao spin maior.
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caso em que σA é oposta a σB. Portanto só temos o caso em que σA = σB, todavia as

sub-redes A e B podem estar paralelas ou antiparalelas com a sub-rede C.

Utilizando a Eq. (B.1), vamos ver as duas situações.

• Quando são paralelas: σA = σB = ±1/2 e SC = ±1, temos

e

|J |
=

[(
±1

2

)(
±1

2

)
+

(
±1

2

)
± 1 +

(
±1

2

)
± 1

]
− D

3|J |
(±1)2,

e

|J |
=

5

4
− D

3|J |
.

• Quando são antiparalelas: σA = σB = ±1/2 e SC = ∓1, temos,

e

|J |
=

[(
±1

2

)(
±1

2

)
+

(
±1

2

)
∓ 1 +

(
±1

2

)
∓ 1

]
− D

3|J |
(∓1)2,

e

|J |
=

(
1

4
− 1

)
− D

3|J |
= −3

4
− D

3|J |
. (B.5)

Então temos um outro estado ferrimagnético do tipo 2 (FR2) com a configuração

(±1/2,±1/2,∓1). Portanto temos dois estados ordenados ferrimagnéticos do tipo 1 e

2 (FR1 e FR2) que estão listados na tabela B.1. Na primeira coluna temos os estados

ferrimagnéticos, na segunda coluna escrevemos as as energias reduzidas dadas pelas Eqs.

(B.3) e (B.5).

B.4 Anisotropias Críticas

O ponto de anisotropia crítica é onde as duas energias são iguais (as energias são dadas

pelas Eqs. (B.3) e (B.5)),

e1
|J | = −1

4
e e2
|J | = −3

4
− D

3|J | ,

e1
|J |

=
e2
|J |

,

−1

4
= −3

4
− D

3|J |
→ −1

4
+

3

4
= − D

3|J |
,

−1 + 3

4
= − D

3|J |
,

D

|J |
= −3

2
. (B.6)
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Com base nas informações obtidas até aqui construimos a tabela abaixo (Tab. B.1):

Tabela B.1: Configurações do estado do sistema, com suas energias reduzidas para dife-
rentes alcances da anisotropia.

Estado e/|J | D/|J |
FR1 : (±1/2,∓1/2, 0) −1/4 (−∞,−3/2)
FR2 : (±1/2,±1/2,∓1) −3/4−D/3|J | (−3/2,+∞)

Também podemos determinar a anisotropia crítica para uma distribuição aleatória na

rede. Com base na Eq. (3.2) podemos escrever que,

(1− p)Dc

|J |
= −3

2
,

Dc

|J |
= − 3

2(1− p)
, (B.7)

onde (1− p) indica que uma porcentagem da sub-rede C está sob ação da anisotropia D.

Usando a Eq. (B.7) podemos calcular as anisotropias críticas Dc para alguns valores de

p como mostrado na tabela B.1.

Devemos tomar cuidado para o caso p = 1, 0, pois como já foi mostrado na seção 3.3

(pg. 34), não há dependência da hamiltoniana com a anisotropia D. Portanto podemos

afirmar que para p = 1, 0 a anisotropia critica não existe. Formando a tabela abaixo.

Tabela B.2: Anisotropia crítica Dc paras diferentes valores de p.
p Dc/|J |
0 −3/2 = −1, 5

0, 2 −15/8 = −1, 875
0, 4 −5/2 = −2, 5
0, 6 −15/4 = −3, 75
0, 8 −15/2 = −7, 5
1,0 −

B.5 Magnetização Total no Estado Fundamental

A magnetização total é dada pela equação,

MT =
∑
i∈A

σi +
∑
j∈B

σj +
∑
k∈C

Sk. (B.8)

Como no estado fundamental temos dois estados FR1 e FR2 então temos:
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• Para o estado FR1:

O estado FR1 é caracterizado por seus spins estarem em (∓1/2,±1/2, 0), então a

magnetização total será:

MT =

N/3∑
i=1

(
±1

2

)
+

N/3∑
j=1

(
∓1

2

)
+

N/3∑
k=1

0,

MT =
N

3

[(
±1

2

)
+

(
∓1

2

)]
= 0. (B.9)

Portanto, resulta em uma magnetização total nula para o estado FR1.

• Para o estado FR2:

Com relação ao estado FR2 temos (±1/2,±1/2,∓1), calculando a soma:

MT =

N/3∑
i=1

(
±1

2

)
+

N/3∑
j=1

(
±1

2

)
+

N/3∑
k=1

(∓1) ,

MT =
N

3

[(
±1

2

)
+

(
±1

2

)
+ (∓1)

]
= 0. (B.10)

também resulta em uma magnetização total nula.

Com isso podemos ver que para os dois estados FR1 e FR2 a magnetização total é

nula.

Podemos ter também uma combinação qualquer dos dois estados.

• Combinação de FR1 e FR2:

Supondo que tenhamos uma combinação de q (porcentagem) dos sítios no estado

FR1 e 1 − q no estado FR2, então teremos uma certa quantidade de sítios em um

estado e outra em outro estado, então

MT =

qN/3∑
i=1

(
±1

2

)
+

qN/3∑
j=1

(
∓1

2

)
+

qN/3∑
k=1

0


FR1

+

(1−q)N/3∑
i=1

(
±1

2

)
+

(1−q)N/3∑
j=1

(
±1

2

)
+

(1−q)N/3∑
k=1

(∓1)


FR2

.

Utilizando o resultado das contas anteriores (Eqs.(B.9) e (B.10)) podemos concluir
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que em média2 a magnetização total será nula para a combinação,

MT = 0. (B.11)

2A palavra “média” é utilizada pois deve haver uma diferença entre as quantidades de sítios que não
torne a magnetização total nula como pode ser visto as flutuações na Fig. 2.4, mas ele é muito inexpressiva
na ordem de ±1, 55% quando o sistema não esta termalizado, para ∓0, 301% quando termalizado, segundo
nossas simulações.



C
Magnetizações Alternadas

Temos duas magnetizações alternadas ma1 e ma2 (Eq. (2.3)), sabendo1 que N = L2,

elas podem ser reescritas como:

ma1 =

∣∣∣∣∣∑
k∈C

Sk − 2
∑
i∈A

σi − 2
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣ /N,
e

ma2 = 3

∣∣∣∣∣∑
i∈A

σi −
∑
j∈B

σj

∣∣∣∣∣ /N.
• Para o estado FR1:

O estado FR1 é caracterizado por (∓1/2,±1/2, 0), então as magnetizações:

ma1 =

∣∣∣∣∣∣
N/3∑
k∈C

(0)− 2

N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
− 2

N/3∑
j∈B

(
∓1

2

)∣∣∣∣∣∣ /N
ma1 =

N

3N

∣∣∣∣2(±1

2

)
+ 2

(
∓1

2

)∣∣∣∣ = 0. (C.1)

e

ma2 = 3

∣∣∣∣∣∣
N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
−

N/3∑
j∈B

(
∓1

2

)∣∣∣∣∣∣ /N
ma2 =

3N

3N

∣∣∣∣(±1

2

)
−
(
∓1

2

)∣∣∣∣ = 1. (C.2)

Portanto, para o estado FR1 a ma1 tende a ser nulo, enquanto que temos ma2

1N é o número total de sítio da rede, e como a rede é bidimensional N = L× L.
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• Para o estado FR2:

Para o estado FR2, o spins são (±1/2,±1/2,∓1), então as magnetizações são:

ma1 =

∣∣∣∣∣∣
N/3∑
k∈C

(∓1)− 2

N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
− 2

N/3∑
j∈B

(
±1

2

)∣∣∣∣∣∣ /N
ma1 =

N

3N

∣∣∣∣(∓1)− 2

(
±1

2

)
− 2

(
±1

2

)∣∣∣∣
ma1 =

1

3
|(∓1) + (∓1) + (∓1)| = 1. (C.3)

e

ma2 = 3

∣∣∣∣∣∣
N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
−

N/3∑
j∈B

(
±1

2

)∣∣∣∣∣∣ /N
ma2 =

3N

3N

∣∣∣∣(±1

2

)
−
(
∓1

2

)∣∣∣∣ = 0. (C.4)

Logo no estado FR2 a magnetização ma2 = 0, enquanto que temos ma2.

• Combinação de FR1 e FR2:

Suponto que tenhamos uma combinação de q (porcentagem) dos sítios no estado

FR1 e (1− q) no estado FR2, então teremos:

ma1 =

∣∣∣∣∣∣
qN/3∑
k∈C

(0)− 2

qN/3∑
i∈A

(
±1

2

)
− 2

qN/3∑
j∈B

(
∓1

2

)∣∣∣∣∣∣
FR1

+

∣∣∣∣∣∣
(1−q)N/3∑
k∈C

(∓1)− 2

(1−q)N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
− 2

(1−q)N/3∑
j∈B

(
±1

2

)∣∣∣∣∣∣
FR2

 /N,
Utilizando os resultados anteriores Eqs. (C.1) e (C.3)

ma1 = |0|FR1+ |(1− q)|FR2
= 1− q (C.5)

e

(C.6)
ma2 = 3

∣∣∣∣∣∣
qN/3∑
i∈A

(
±1

2

)
−

qN/3∑
j∈B

(
∓1

2

)∣∣∣∣∣∣
FR1

+

∣∣∣∣∣∣
(1−q)N/3∑
i∈A

(
±1

2

)
−

(1−q)N/3∑
j∈B

(
±1

2

)∣∣∣∣∣∣
FR2

 /N.
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Utilizando os resultados anteriores Eqs. (C.2) e (C.4)

ma2 = |q|FR1+ |0|FR2
= q (C.7)

Portanto quanto maior for q maior será a ma2 e menor será ma1.

Se analisarmos os extremos, no limq→0 teremos como resultado C.3. Já o extremo

limq→1 retorna ao resultado de C.2.



D
Cruzamento das Linhas de Segunda Ordem

Na Fig. 3.10 as linhas de segunda ordem para 6= valores de p para D ≈ 0 se cruzam. O

objetivo deste apêndice é demonstrar matematicamente de forma sucinta em que situação

isto ocorre.

Como as curvas são formadas pelos picos do calor especifico podemos dizer que,

c(pi)Max
∼= c(pq)Max,

onde pi e pq são pontos de simulações arbitrários desde de que pi 6= pq e c(pi) é o calor

especifico para o pi (o mesmo vale para c(pq)), por estarmos em uma simulação não

podemos afirmar que eles são iguais1 por isso o sinal “∼=”, contudo vamos aceitar como

iguais e nos concentrar apenas no ponto máximo2, então,

c(pi) = c(pq).

Devemos nos recordar que o calor específico depende da energia média (veja Eq. (2.4)),

então temos,

〈E2
pi
〉 − 〈Epi〉2 = 〈E2

pq〉 − 〈Epq〉
2,

onde 〈Epi〉 é a energia média para pi (o mesmo vale para Epq). Daé temos que

 〈Epi〉 = 〈Epq〉

〈E2
pi
〉 = 〈E2

pq〉
.

1Eles não são iguais pois temos flutuações nas simulações, mas estão muito próximos como pode ser
visto na Fig. 3.5(a).

2A partir daqui estamos sempre considerando o c no ponto máximo.
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Para o primeiro caso temos que a média da energia 〈E〉 é dado pela Eq. (3.5). Contudo

a média da energia depende da Hamiltoniana (Eq. (3.1)), note que esta Hamiltoniana

temos que somente DC
k depende do parâmetro p para distribuição da anisotropia na sub-

rede C, então temos que inspecionar a Eq. (3.2), reescrita abaixo,

P (DC
k ) = pδ(Dk) + (1− p)δ(Dk −DC

k ).

Temos que tornar a Hamiltoniana independente de p, para isso temos dois casos pos-

síveis. Ou p = 1: então não teremos a presença da anisotropia na sub-rede C como já foi

discutido neste trabalho, porem isso não nos satisfaz, já que desejamos que isso ocorra

para qualquer p. Então temos que a única forma é se a intensidade da anisotropia for

nula.

Portanto para que as linhas de segunda ordem se cruzem em um mesmo ponto a

anisotropia deve ser nula,

D = 0.

Quanto a situação 〈E2
pi
〉 = 〈E2

pq〉 podemos proceder da mesmo forma apenas tomando o

cuidado de nos lembrar que na equação da energia média cada valor da energia deve estar

ao quadrado.
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