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Resumo

Nesta tese, estudamos as propriedades físicas em materiais supercondutores tais como

magnetização, energia livre, susceptibilidade magnética, vorticidade e a dinâmica de vór-

tices, utilizando as equações de Ginzburg-Landau dependente do tempo (TDGL), e o

método ψ−U para fazer a simulação computacional em amostras de uma e duas bandas.

Em um primeiro momento, uma amostra com defeitos nas bordas e no centro, foi subme-

tida a um campo magnético externo de onde obteve-se a magnetização, energia livre, o

diagrama de fases e a dinâmica de vórtices. Podemos observar a diminuição dos campos

críticos Hc1 e Hc2 com o aumento da temperatura e que o defeito central no material

influencia a configuração dos vórtices funcionando como um centro de aprisionamento de

vórtices. Em outra ocasião, analisamos o comportamento de um supercondutor, no qual

os defeitos foram preenchidos com um material supercondutor com Tc maior e submetido

a uma corrente de transporte. Obtivemos a corrente crítica Jc1 onde podemos ver sua

dependência inversa com o aumento da temperatura, e o início do estado resistivo com o

surgimento de um par vórtice-antivórtice (V-Av) cinemático. Encontramos a resistividade

com função da corrente aplica e sua forma característica devido ao movimento ultra-rápido

dos vórtices. Constatamos a drástica diminuição da corrente crítica Jc1, devido à aplicação

de um campo magnético externo e o surgimento de dois vórtices de Abrikosov.

Dentro do formalismo de duas bandas (2B-TDGL), buscamos compreender como se

comportam os vórtices em uma amostra quadrada com um defeito central. Aqui encontra-

mos um interessante resultado: a configuração dos vórtices não obedece a rede triangular

de Abrikosov devido à competição entre as bandas para manter seu estado supercondu-

tor. Com o aumento do defeito a amostra se tornou mais diamagnética pois não houve

alteração do campo Hc2, onde o defeito central levou ao ancoramento dos vórtices. Para

simular uma situação em que a amostra está em contato com outro material, ou seja,

os efeitos de interface com material ferromagnético ou supercondutor com Tc maior, uti-

lizamos a influência do comprimento de extrapolação de deGennes b. Observamos um

estado de vórtice não convencional e a diminuição do campo Hc1, quando a interface é

ferromagnético/supercondutor e um aumento quando temos uma interface supercondu-

tor/supercondutor. Essa diminuição/aumento é devido à contaminação nas fronteiras do

material por elétrons/pares de Cooper que contribuem para a degradação/aumento do



xi

estado supercondutor.

Palavras Chave: Supercondutividade, Ginzburg-Landau, Vórtice-antivórtice cine-

mático, Efeitos de interface.



Abstract

In this thesis, we study the physical properties of superconducting materials such as

magnetization, free energy, magnetic susceptibility, vorticity and vortex dynamics, using

the time-dependent Ginzburg-Landau equations (TDGL), and the ψ − U method to do

the computer simulation in samples of one and two bands. At first, a sample with defects

in the edges and the center was submitted to an external magnetic field from which the

magnetization, free energy, the phase diagram, and the vortex dynamics were obtained.

We can observe the decrease in the critical fields Hc1 and Hc2 with increasing temperature

and that the central defect in the material influences the configuration of the vortex

functioning as a vortex trapping center. On another occasion, we analyzed the behavior

of a superconductor, in which the defects were filled with a superconducting material

with Tc greater and submitted to a transport current. We obtained the critical current

Jc1 where we can see its inverse dependence with the increase in temperature, and the

beginning of the resistive state with the appearance of a kinematic vortex-antivortex pair

(V-Av). We found the resistivity with function of the applied current and its characteristic

shape due to the ultra-fast movement of the vortices. We found a drastic decrease in the

critical current Jc1, due to the application of an external magnetic field and the appearance

of two Abrikosov vortices.

Within the two-band formalism (2B-TDGL), we seek to understand how the vorte-

xes behave in a square sample with a central defect. Here we find an interesting result:

the configuration of the vortices does not obey Abrikosov’s triangular lattice due to the

competition between the bands to maintain their superconducting state. As the defect

increased, the sample became more diamagnetic as there was no change in the Hc2 field,

where the central defect led to the anchoring of the vortexes. To simulate a situation in

which the sample is in contact with other material, that is, the effects of interfacing with

ferromagnetic or superconducting material with Tc greater, we use the influence of deGen-

nes b extrapolation length. We observed an unconventional vortex state and a decrease in

the Hc1 field, when the interface is ferromagnetic/superconducting and an increase when

we have a superconducting/superconducting interface. This decrease/increase is due to

contamination at the material boundaries by electrons/Cooper pairs that contribute to
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the degradation/increase of the superconducting state.

Keywords: Superconductivity, Ginzburg-Landau, kinematic vortex-antivortex, de-

Gennes extrapolation length.
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1
Introdução

Dizemos que um material está no estado supercondutor quando uma corrente elétrica,

ao atravessa-lo, não enfrenta qualquer tipo de resistência. Conhecida como superconduti-

vidade este novo estado termodinâmico detém propriedades físicas novas e surpreendentes

que serão apresentadas no decorrer desta introdução. Os materiais supercondutores já são

utilizados na produção de campos magnéticos intensos em exames médicos como magne-

toencefalografia (MEG) e magnetocardiografia (MCG) [1], em turbinas eólicas [2], em

meios de transporte por levitação magnética (trens bala) [3], dispositivos ultra sensíveis

(SQUID) capazes de medir tênues campos magnéticos como o gerado pelo cérebro humano

[4], ou radiação infravermelha de estrelas distantes (bolômetro), aceleradores de partículas

e reatores de fusão [5].

1.1 Revisão histórica

A descoberta da supercondutividade ocorreu na universidade de Leiden na Holanda em

1911 [6]. Naquela ocasião, o físico Heike Kamerlingh Onnes estava medindo a resistência

elétrica do mercúrio em baixíssimas temperaturas quando, ao atingir 4,2 K a resistência

do material em questão foi a zero abruptamente, como pode ser visto no célebre gráfico

da resistência versus temperatura, obtido por Onnes na Figura 1.1. Este feito foi possível

pois, em 1908, Onnes havia conseguido liquefazer o hélio (He), passando assim a utilizá-lo

para resfriar suas amostras. A liquefação do hélio lhe rendeu o prêmio Nobel em 1913 [7].

Ao fazer o mesmo experimento com outros materiais, Onnes observou a mesma transição

supercondutora porém em temperaturas diferentes. Para o chumbo (Pb) ele obteve uma

temperatura de aproximadamente 7,2 K e 3,1 K para o estanho (Sn). A essas temperaturas

deu-se o nome de temperatura crítica Tc, um valor no qual acima dela a matéria perde
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Figura 1.1: O célebre gráfico da transição supercondutora do mercúrio ao atingir 4,2 K,
obtido por H. K. Onnes em 1911 [7].

seu estado supercondutor.

Outra propriedade dos materiais supercondutores é a capacidade de expelir totalmente

de seu interior um campo magnético externo, como ilustrado na Figura 1.2, exibindo

assim um comportamento diamagnético perfeito. Este novo fenômeno foi descoberto por

W. Meissner e R. Ochsenfeld em 1933 [8] e recebeu o nome de Efeito Meissner-Ochsenfeld

ou simplesmente efeito Meissner. Esse efeito é o responsável pela levitação magnética

e ocorre porque o campo externo induz uma corrente que blinda a entrada do campo

entretanto, ela só ocorre para campos fracos pois quando o campo aumenta ele rompe a

blindagem e, ao penetrar no seu interior, o estado supercondutor é destruído. O valor

atingido pelo campo externo capaz de destruir a supercondutividade de um material é

chamada de campo crítico (Hc). Além da temperatura crítica e campo crítico, há um

terceiro parâmetro que constitui limite para o estado supercondutor, a corrente crítica

(Jc), assim, esses três parâmetros constituem um limite para o estado supercondutor.

Levou mais de vinte anos entre a descoberta da supercondutividade e o surgimento

da primeira teoria que a explicasse a supercondutividade. Em 1935, os irmãos London

criaram a sua teoria fenomenológica dos supercondutores [9]. Essa teoria, embora clássica,

descreve bem o estado supercondutor e o efeito Meissner, além disso, eles introduziram

um parâmetro o qual é chamado de comprimento de penetração de London (λ). Este
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Figura 1.2: (a) Condutor no estado normal T > Tc permite que as linhas de campo o
atravessem enquanto que, em (b) elas não penetram no material supercondutor T < Tc
devido as correntes de blindagem geradas na superfície do supercondutor.

comprimento corresponde à distância que um campo magnético externo penetra no mate-

rial supercondutor, sendo em torno de 100 nm na maioria dos sistemas supercondutores.

Nesse mesmo ano, Schubnikov et al. [10], publicaram um trabalho no qual, observaram

que cristais de PbTl2, ao atingir o campo crítico Hc, não tinham sua supercondutividade

destruída, mas passava a ter um estado misto, até atingir outro campo crítico que ele

chamou de Hc2 [11, 12]. Acima desse segundo campo crítico o estado supercondutor era

suprimido. Supercondutores que possuem essa fase mista com os dois campos críticos Hc1

e Hc2 passaram a ser chamados de supercondutores tipo-II, e aqueles os quais possuem

apenas um campo crítico Hc, e que tem seu estado supercondutor destruído abruptamente

após alcança-lo, são conhecidos de supercondutores do tipo-I. O termo fase Shubnikov foi

utilizado pela primeira vez para designar a fase mista em 1972 [13].

Em 1950, L. D. Landau e V. L. Ginzburg publicam sua teoria fenomenológica da

supercondutividade baseada na teoria das transições de fase de segunda ordem de Landau

[14, 15]. Nesse trabalho, eles introduziram um parâmetro de ordem complexo Ψ(r), que

é zero para temperatura acima da temperatura crítica (T > Tc), e diferente de zero para

valores abaixo dela (T < Tc). Aqui o parâmetro de ordem Ψ(r) faz o papel de uma

função de onda para os elétrons supercondutores semelhante à de Schrödinger. Com essa

abordagem, eles obtiveram o comprimento de penetração de London λ, e introduziram o

conceito do comprimento de coerência ξ, que determina a variação espacial do parâmetro

de ordem. Essa teoria foi uma enorme proeza de seus criadores, pois descreve com sucesso

o comportamento macroscópico dos supercondutores do tipo-I e tipo-II [16, 17].

Em 1957, Abrikosov mostrou que a teoria de Ginzburg-Landau (GL) previa a separação

entre os dois tipos de supercondutores e que, no estado misto, o campo externo atravessa
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Figura 1.3: (a) A rede triangular formado pelos vórtices prevista por Abrikosov, e (b)
mostra a primeira imagem obtida mostrando a previsão de Abrikosov [19].

a amostra na forma vórtices carregando um quantum de fluxo, e que esse vórtices se

agrupariam em redes triangulares conhecidas como rede de Abrikosov [18], veja a Figura

1.3. Abrikosov mostrou que os vórtices ocorrem quando ξ << λ, o que favorece a entrada

do campo magnético externo que atravessa a amostra sem destruir a supercondutividade,

formando um estado intermediário. Por outro lado, se ξ >> λ a energia da superfície

é positiva e não gera condições para a nucleação dos vórtices. A Figura 1.4 ilustra a

estrutura de um vórtice no qual o centro é o único local onde o estado supercondutor é

suprimido, isto é, Ψ = 0, enquanto que os pares de Cooper mantém a estabilidade do

vórtice.

A teoria GL foi proposta inicialmente para tratar de supercondutores do tipo-I, onde o

parâmetro de ordem varia lentamente para temperaturas próxima da temperatura crítica.

Entretanto, os trabalhos de Shubnikov envolvendo ligas mostrava que o campo magnético

podia atravessar o material sem destruir o estado supercondutor. Embora Landau, Ginz-

burg entre outros acharem que as ligas eram "um negócio desagradável"[15], sua teoria

acabou por desempenhar um importante papel no estudo das ligas supercondutoras e

outros materiais cuja temperatura crítica está além da prevista pela teoria BCS [20]. De

Gennes mostrou que a teoria GL é válida para qualquer temperatura submetido a fortes

campos magnéticos [16].

Via de regra, supercondutores ditos puros como Sn, Pb, Zn, apresentam um campo crí-

tico, são do tipo-I, com exceção de três materiais o nióbio (Nb), o tecnécio (Tc) e o vanádio

(V). Ligas, que são compostas por mais de um material, como o NbTi, o Nb3Sn, MgB2, e,

como dito anteriormente, Nb, Tc e o V, são supercondutores do tipo-II. Finalmente, em

1957, surgiu a primeira teoria microscópica para a supercondutividade. Conhecida como

teoria BCS, em homenagem a seus criadores Bardeen, Cooper e Schrieffer, ela descreve
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Figura 1.4: Estrutura de um vórtice isolado mostrando a variação do parâmetro de ordem
|Ψ|2 e do comprimento de penetração λ.

o movimento da corrente supercondutora como um fluido de pares de Cooper, onde dois

elétrons se unem para formar o par de Cooper mediante a atração criada pela a defor-

mação da rede cristalina (fônons) [21]. Em 1959, Gor’kov mostrou que a teoria GL é um

caso particular da teoria BCS para temperaturas próximas a temperatura crítica [22]. Os

criadores da teoria BCS ganharam o prêmio nobel em 1972 e, embora seu trabalho tenha

tido sucesso na descrição da supercondutividade, ela não é aplicada para supercondutores

de alta Tc. A temperatura crítica máxima aceita pela teoria é cerca de 30K.

Em detrimento ao limite de temperatura imposto pela teoria BCS, alguns cientistas

acreditavam que não poderiam ocorrer supercondutores com temperaturas críticas acima

de 30K, ou seja, o estado supercondutor seria um fenômeno restrito as baixas temperatu-

ras. Por exemplo, a temperatura crítica do NbTi é Tc = 10K, o Nb3Sn possui Tc = 18K

e o Nb3Ge com Tc = 23K. Contudo, em 1986, K. Alex Müller e J. George Bednorz

publicaram um trabalho onde encontraram supercondutividade em um cuprato baseado

em perovstkita a base de lantânio a uma temperatura crítica de 35K [23] (considerado o

primeiro supercondutor de alto Tc). Mais tarde eles trocaram o lantânio por ítrio dando

origem ao famoso composto YBCO que atingiu incríveis 92K [24].

A descoberta dos cupratos supercondutores renovou os ânimos dos pesquisadores com

relação a supercondutividade pois, com a temperatura crítica ultrapassando a temperatura

do nitrogênio líquido que é de 77 K, abriu-se a janela para novas pesquisas e aplicações,

visto que o nitrogênio é um material mais barato e mais fácil de se obter do que o hélio.

Assim, a busca por materiais com temperatura crítica mais alta, quiçá com temperatura

próxima à ambiente, havia começado.

A teoria GL ganhou destaque no estudo da física dos supercondutores de alta tempe-

ratura crítica tais como, a dinâmica dos vórtices [25], supercondutores de uma ou mul-
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tibandas [26, 27, 28, 29], amostras finitas ou periódicas [30]. Resultados experimentais

mostraram a influência do tamanho da amostra, variações de temperatura e do campo

externo sobre a magnetização e a dinâmica de estados de vórtices, multi-vórtices e vórtices

gigantes [31, 32, 33, 34].

1.2 Supercondutores sob ação de uma corrente externa

Existe outro tipo de vórtice criado quando um supercondutor é submetido à aplicação

de uma corrente externa Jc. Conhecidos como vórtices cinemáticos (V k′s), eles foram

previstos por Andorov et. al., [35], e também tem sido largamente estudada por meio da

teoria GL [36, 37, 38, 39, 40, 41, 42]. Esses vórtices causam um efeito resistivo quando

penetram no material conhecido como phase-slips (PL) [43], e são diferentes tanto em

forma quanto em velocidade. Vórtices de Abrikosov são circulares, isotrópicos e possuem

velocidade em torno de 103m/s, enquanto que os vórtices cinemáticos são elípticos, aniso-

trópicos e se movimentam á aproximadamente 105m/s [44]. Supercondutores percorridos

por corrente externa já são utilizados em detectores single-photon, quando um único fóton

de radiação ultravioleta à infravermelha atinge um nanofio supercondutor [45, 46].

Quando uma corrente externa longitudinal é aplicada no supercondutor, um par

vórtice-antivórtice cinemático (V −Av) pode surgir quando a primeira corrente crítica Jc1

é alcançada no sistema. Esses pares podem aparecer no centro do material perpendicular

à corrente externa, e saem da amostra pelas laterais, perpendicular à corrente aplicada,

ou podem ser formados nas laterais dirigindo-se ao centro onde se aniquilam como pode

ser visto na Figura 1.5.

O tamanho dos contatos metálicos e da amostra podem influenciar o comportamento

das PL, no caso unidimensional (nanofio) onde a amostra possui largura e espessura W

e w respectivamente, se W << ξ e w << ξ, a aparição dos pares V − Av são chamados

de phase-slip center (PLC). Para o caso bidimensional (filme fino) quando W >> ξ e

w << ξ, pode ocorrer a formação de phase-slip line (PSL), que já é bastante estudada

teoricamente [36, 42, 47], e foi observada experimentalmente por Sivakov et al. [44].

A Figura 1.6 mostra o comportamento da primeira corrente crítica Jc1, em um filme

fino supercondutor com vários defeitos em seu centro simulados por τ 1. Para τ = 1 o
1Na simulação feita por J. Barba em [42], τ(x, y) representa uma função de temperatura crítica local.

Quando τ < 1 tem-se um supercondutor com Tc menor, e para τ > 1 a temperatura crítica é maior.
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Figura 1.5: Nucleação dos pares V − Av no centro do material, eles seguem em direção
às bordas por onde deixam a amostra [36].

material não possui defeitos (amostra homogênea), τ < 1, tem-se um supercondutor com

Tc menor, e quando τ > 1 o material supercondutor está em contato com outro com Tc

maior. No trabalho de Berdiyorov et al. [36], pode-se ver claramente a influência dos

contatos metálicos sobre a corrente crítica Jc1, e os vórtices cinemáticos que surgem no

centro do supercondutor.

Figura 1.6: (a) Gráfico da corrente versus a voltagem, para amostra com defeitos internos
simulado por τ . Até a primeira descontinuidade Jc1 tem-se o estado Meissner, em seguida
inicia-se o estado resistivo até Jc2, onde a supercondutividade é suprimida mas não to-
talmente destruída. Na sequência aparece um Jc3 que representa a supercondutividade
residual na amostra [42].

Diferentemente dos vórtices de Abrikosov (VAb), os V ′ks não são formados por cam-

pos magnético externo, eles surgem das inomogeneidades do campo da própria amostra,
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quando o parâmetro de ordem oscila entre seu valor máximo e mínimo em detrimento

da corrente aplicada [35]. A aplicação do campo externo aumenta o estado resistivo e

afeta a velocidade dos V ′ks, devido sua contribuição para a assimetria da densidade das li-

nhas de corrente supercondutora que afeta diretamente sua dinâmica e consequentemente

sua velocidade. Por outro lado, a distribuição das correntes está diretamente ligada à

velocidades dos Vk’s, isto é, quanto mais uniforme for o fluxo da corrente, maior será a

velocidade dos vórtices cinemáticos [36, 48].

1.3 Supercondutores de duas bandas: o caso do MgB2

Abrikosov, utilizando a teoria GL, mostrou que supercondutores podem ser separados

em dois tipos dependendo do valor de κ2: tipo-I para κ < 1/
√

2, onde os vórtices se atraem

até atingir o estado normal e os do tipo-II, onde κ > 1/
√

2 e os vórtices se arranjam em

uma rede triangular repelindo-se uns aos outros [18]. Uma propriedade fundamental do

estado de vórtice nesta teoria, é que cada vórtice só pode ter um quantum inteiro de fluxo

magnético, e que foi determinado experimentalmente em [49, 50].

Contudo, a descoberta do supercondutor de duas bandas, o diborato de magnésio,

(MgB2) mudou drasticamente esse cenário. Em 2001, Nagamatsu et al [51], publicaram

um trabalho onde a curva da resistividade do diborato de magnésio caía abruptamente

a zero em uma temperatura de 39 K, veja a Figura 1.7(a).Ele se tornou o material mais

estudado recentemente em virtude das caraterísticas físicas distintas dos materiais de

uma banda. Supercondutores de duas bandas podem ser estudados usando a teoria de

Ginzburg-Landau para supercondutores de duas bandas (2B-TDGL). Nela a energia livre

de Gibbs possui um termo de acoplamento entre as bandas do tipo Josephson [52, 53, 54].

O MgB2 possui propriedades físicas diferentes daquelas encontradas em supercondutores

de uma banda por exemplo, Liu et al, previram teoricamente a existência de dois gaps

nesse material [55], que foram encontrados experimentalmente por F. Giubileo et al. [56].

A descoberta do MgB2 animou os estudos acerca da procura de um supercondutor

de alto Tc, restava saber se este novo elemento era um supercondutor convencional, cujo

pareamento elétron-fônon obedecia a teoria BCS, ou não convencional com algum novo

tipo de acoplamento entre elétrons e fônons. A resposta a essa questão veio por meio de
2O parâmetro κ, corresponde à razão entre λ e ξ, sendo considerado um divisor entre os supercondu-

tores do tipo-I e II, e será discutido com mais detalhes na seção 2.4.3.
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Figura 1.7: (a) Gráfico da resistividade versus a temperatura do MgB2 encontrada por
Nagamatsu em 2001 [51]. (b) Os dois gaps obtidos de forma experimental, a energia de
cada gap é ∆1 = 2.3 meV e ∆2 = 7.1 meV [59].

um resultado experimental conhecido como efeito isótopo [57], que mostrou um compor-

tamento elétron-fônon tipo BCS. Porém, resultados teóricos e experimentais mostraram

a existência de dois gaps [55, 58, 59]; supercondutores convencionais possuem apenas um

gap, o que deixou o MgB2 com um comportamento anômalo, portanto, destoante da

teoria BCS. Observe o gráfico da Figura 1.7(b).

Embora a temperatura crítica seja 39 K, a análise em separado das bandas mostrou

que elas possuem temperaturas abaixo desse valor, a saber Tc1 = 38K e Tc2 = 3, 9K [60].

O acoplamento entre as bandas em supercondutores multibandas pode levar a frustração

entre as fazes das bandas, podendo levar o sistema ao um estado de quebra de simetria

de tempo reverso (time-reversal symetry-breaking) (TRSB) [55, 56, 61, 62, 63], além de

poder gerar vórtices fracionários, isto é, vórtices não convencionais que não carregam um

quantum inteiro de fluxo [64, 65, 66].

Não demorou muito para vários pesquisadores buscarem explicações sobre esses com-

portamentos inusitados [67, 68, 69]. A evidência experimental foi discutida por Silaev

em 2011 [70]. As investigações continuaram e previram que devido à competição entre os

comprimentos da escala, um comportamento não monotônico das interações entre vórti-

ces pode ser considerado, ou seja, um vórtice pode atrair outro a uma grande distância

e repelir-se em curtas distâncias [69, 71, 72, 73, 74]. Vórtices em MgB2 supercondutores

foram observados por meio da técnica Bitter decoration [74, 75] e reproduzidos em outras

simulações numéricas [76, 77, 78]. Outras técnicas experimentais já exploraram o MgB2

tais como SQUIDS [79, 80, 81, 82], cálculos de primeiros princípios e medidas RAMAN
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[83], além de medidas de calor específico e capacidade calorífica [84, 85].

Com tamanho empenho dos pesquisadores em desvendar os segredos do MgB2, filmes

finos desse material estão sendo feitos com o objetivo de substituir compostos de Nb3Sn

e NbTi e assim diminuir os custos do processo de fabricação desse tipo de material su-

percondutor [86].

Nesta tese foram investigas as propriedades da matéria de vórtices3 em supercondu-

tores do tipo II, com e sem defeitos, utilizando a teoria GL para uma e duas bandas. Em

um primeiro momento, uma amostra com defeitos foi submetida á um campo magnético

externo de onde se obteve algumas propriedades física tais como, magnetização, energia

livre, susceptibilidade magnética, um diagrama de fases e o parâmetro de ordem. Em

outra situação, os defeitos dessa mesma amostra, foram preenchidos por um material su-

percondutor com Tc maior. Nesse novo cenário, uma corrente externa foi aplicada onde

obtivemos as curvas da voltagem com a corrente crítica (I − V ), a resistividade, o par

vórtice-antivórtice e um par de vórtices de Abrikosov quando um campo magnético ex-

terno é aplicado na amostra. Na segunda parte, um material com e sem defeitos, baseado

na teoria dos materiais supercondutores de duas bandas é submetido a um campo ex-

terno. Controlando parâmetros tais como, o tamanho do defeito e a condição de contorno

do material, quando este está em imerso no vácuo ou em contato com outro material

supercondutor com Tc maior, obtivemos a magnetização, vorticidade e o comportamento

do parâmetro de ordem.

Esta Tese está ordenada da seguinte forma: no Capítulo 1, foi feita uma introdução

geral, dando enforque histórico acerca da supercondutividade seguido de algumas impor-

tantes propriedades físicas. No Capítulo 2 há uma revisão dos conceitos sobre materiais

supercondutores cujo enfoque está no formalismo teórico que engloba todo este trabalho.

O Capítulo 3 apresenta uma revisão acerca dos métodos utilizados na simulação compu-

tacional. No Capítulo 4 temos os resultados do material dentro do conceito dos materiais

supercondutores de duas bandas com campo externo aplicado no vácuo e em contato com

outro material supercondutor com Tc maior. No Capítulo 5 realizamos uma simulação

em uma amostra com defeitos submetida à um campo magnético e corrente externa. No

Capítulo 6 apresentamos as conclusões e perspectivas futuras, e finalmente, o Apêndice

com detalhamento de algumas equações importantes.

3As linhas de fluxo magnético que atravessam um material supercondutor na forma de um tubo, é
comumente chamada de matéria de vórtices (vortex matter)[87].



2
Conceitos básicos da Supercondutividade

2.1 Equações de London

Após 20 anos do descobrimento da supercondutividade os irmãos London desenvolve-

ram uma teoria fenomenológica que descreve macroscópicamente materiais supercondu-

tores. Proposta em 1935 [9], essa teoria, baseada na teoria do modelo do 4He superfluido,

considera que, um material no estado supercondutor, existam tanto elétrons quanto pares

de Copper, porém apenas uma fração deste último. Considerando que n é a quantidade

total de elétrons então nn será o número de eléltrons normais e ns quantidade de elétrons

supercondutores, ou seja,

n = ns + nn. (2.1)

Por definição a densidade de corrente supercondutora J será:

Js = −nse∗vs, (2.2)

onde e∗ é a carga e v a velocidade da supercorrente eletrônica. Partindo agora da 2◦ lei

de Newton podemos escrever a seguinte equação de movimento

m∗
dvs
dt

= −e∗E, (2.3)

onde m∗ é a massa dos superelétrons e E o campo elétrico aplicado. Nessa equação

podemos ver que a resultante não possui forças resistivas e sim apenas a força elétrica

como deve ser um para uma supercondutor. Derivando a equação 2.2 em relação ao tempo
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obtemos

dJs
dt

= −nse∗
dvs
dt
. (2.4)

Comparando as equações 2.4 e 2.3, teremos

dJs
dt

=
nse
∗2

m∗
E, (2.5)

que é conhecida como primeira equação de London. Ela é equivalente à segunda lei

de Newton aplicada aos elétrons supercondutores de materiais de resistividade nula. Se

tomarmos o rotacional em ambos os lados de 2.5 vamos ter

∂

∂t
(∇× Js) =

nse
∗2

m∗
(∇× E). (2.6)

Utilizando agora a lei de Ampère

∇×B =
4π

c
J, (2.7)

e a lei de Faraday

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (2.8)

na equação 2.6, e aplicando o rotacional obtemos

∇× (∇×B) +
4πns(e

∗)2

m∗c2
B = 0, (2.9)

ou então

λ2
L∇× (∇×B) + B = 0, (2.10)

onde

λ2
L =

m∗c2

4πns(e∗)2
. (2.11)



2.1. EQUAÇÕES DE LONDON 16

Figura 2.1: Comprimento de penetração de London λ. O campo externo penetra em
uma pequena profundidade no supercondutor decrescendo exponencialmente no interior
do supercondutor.

A equação 2.10 é conhecida como a segunda equação de London e a constante λL, é

chamada de comprimento de penetração de London. Se utilizarmos a seguinte identidade

∇× (∇×B) = −∇2B +∇(∇ ·B), (2.12)

e a lei de Gauss

∇ ·B = 0, (2.13)

em (2.27) teremos

∂2Bz

∂z
− 1

λ2
L

Bz = 0, (2.14)

cuja solução é dada por

B = B0e
−x/λL . (2.15)

A equação 2.15 mostra que o campo magnético externo aplicado vai a zero conforme pe-

netra na amostra o que indica a existência do efeitoMeissner, veja a Figura 2.1. A teoria

dos irmãos London, embora macroscópica, explica de modo satisfatório a superconduti-

vidade tipo-II além dos estados de vórtice nesses supercondutores não levando em conta
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a estrutura física nem o tamanho dos vórtices.

2.2 Teoria Fenomenológica de Ginzburg-Landau

2.2.1 As equações GL

A teoria de Ginzburg e Landau está alicerçada na teoria das transições de fase de 2ª

ordem Landau [88], em que trata da magnetização do material quando atinge a tempera-

tura crítica Tc, chamado também de ponto Curie. O estado supercondutor é caracterizado

por uma transição de faze de segunda ordem do estado normal para o estado supercon-

dutor. Em um material supercondutor, a transição para o estado supercondutor acontece

quando a temperatura do material atinge uma temperatura crítica o qual, a partir deste

valor, a resistividade do material vai a zero e a corrente, chamada agora de corrente su-

percondutora, flui sem resistência. Além disso, o calor específico, a magnetização mudam

drasticamente. O efeito mais impressionante, talvez seja o efeito Meissner onde, um

campo magnético externo aplicado no material, é totalmente expulso de dentro dele e ela

se torna um diamagneto perfeito.

A transição para o estado supercondutor/normal pode ocorrer de maneira abrupta

caracterizado por uma descontinuidade no ponto crítico, nesse caso teremos uma transição

de fase de primeira ordem, ou suave, quando o estado supercondutor começa a se desfazer

porém, a amostra ainda mantém partes no estado normal e supercondutor, nesse caso a

transição de fase será de segunda ordem.

Em uma transição de primeira ordem temos uma destruição abrupta do estado super-

condutor quando se aplica um campo magnético externo e se alcança um valor crítico Hc

do campo, veja a Figura 2.2(a). Entretanto, em alguns supercondutores, o campo apli-

cado penetra no material sem aniquilar a supercondutividade. Nesses materiais o campo

magnético atravessa a amostra na forma de vórtices onde cada um carrega um quantum de

fluxo, dessa forma, o estado Meissner-Ochsenfeld e o estado de vórtices passam a coexistir

como ilustra a Figura 2.2(b). Materiais supercondutores com esse tipo de comportamento

passaram a ser chamados de supercondutores do tipo-II, enquanto aqueles cujo estado

supercondutor é destruído rapidamente são conhecidos como tipo-I. Na Figura 2.2(a) po-

demos observar que conforme o campo externo aumenta até o primeiro vórtice entrar na

amostra então, nesse ponto, temos o primeiro campo crítico Hc1. Contudo, elevando-se
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Figura 2.2: Em (a) temos o comportamento entre os supercondutores do tipo-I e II em
função da penetração do campo externo, enquanto que (b) ilustra a coexistência entre os
estados de vórtice e Meissner.

ainda mais o campo externo o número de vórtices aumenta até extinguir totalmente o

efeito supercondutor atingindo assim um outro campo crítico Hc2.

Landau notou que a transição de fase supercondutora do tipo-II era semelhante à

sua teria das transições de fase de segunda ordem, que descreve semi-classicamente a

magnetização em termos de um parâmetro de ordem η, onde a energia livre de Gibbs é

expandida em uma série de potências da seguinte forma

G(P, T, η) = G0 + ρη + Aη2 + Cη3 +Bη4 + ..., (2.16)

onde os coeficientes A,B, C e ρ são são funções de P, T, e η. Nessa teoria precisamos

considerar C = 0, pois para C 6= 0, a transição ocorre em pontos isolados tal como uma

transição líquido-gás, o que não é característico das transições de fase de segundo tipo.

Na equação 2.16, o parâmetro de ordem é igual a zero (η = 0) acima do ponto crítico e

diferente de zero (η 6= 0) abaixo dele. Ao minimizarmos a energia livre teremos,

∂G

∂η
= ρ+ 2Aη + 3Cη2 + 4Bη3. (2.17)

As soluções, cuja equação 2.17 é satisfeita, sãoρ = 0,

η = 0,
(2.18)
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e ρ = 0,

η 6= 0,
(2.19)

onde nas duas situações ρ é sempre zero.

O parâmetro de ordem introduzido por Ginzburg e Landau para a teoria supercondu-

tora tipo-II corresponde à separação entre o estado normal, também chamado de estado

desordenado, e o supercondutor que surge abaixo de Tc, onde o sistema se encontra em

um estado chamado de estado ordenado. O parâmetro de ordem é igual a zero (η = 0)

quando a temperatura está igual ou acima de Tc, e diferente de zero (η 6= 0) abaixo do

ponto crítico onde ocorreu a transição de fase. Considerando que η é pequeno e varia

de forma lenta e suave nas proximidades de Tc, ele pode ser expandido em uma série de

potências tal como foi feito na equação 2.16, entretanto, como se trata de uma transição

supercondutora de segunda ordem, a potência ímpar não é interessante pois ela carac-

teriza transições de primeira ordem. Podemos ver também, por meio da equação 2.17 e

suas soluções 2.18 e 2.19, que ρ é zero, assim 2.16 fica

G(P, T, η) = G0 + αη2 + βη4. (2.20)

Na equação 2.20, β controla a concavidade da função e precisa ser positivo, pois para

β < 0 a função diverge e não obtemos nenhum resultado satisfatório. Contudo, para

α > 0 teremos um mínimo em η = 0 e para α < 0 o mínimo será em η 6= 0. Logo,

podemos escrever a seguinte relação para α:α = 0 se T > Tc,

α 6= 0, se T < Tc.
(2.21)

A teoria de Landau não apresenta singularidades em T = Tc, portanto ele escreveu a

constante α da seguinte forma

α = α0(T − Tc), (2.22)
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e a equação 2.19 se torna:

α =

 0, se T ≥ Tc,

α0(T − Tc), se T < Tc.
(2.23)

Landau e Ginzburg adaptaram a equação 2.20 que descreve a magnetização no ponto

Curie macroscopicamente para a transição de fase supercondutora de ordem dois. Então,

em 1950, eles desenvolveram uma teoria para a supercondutividade e a equação 2.20 ficou

G = G0 + αΨ2 +
β

2
Ψ4, (2.24)

onde α e β são os parâmetros fenomenológicos e Ψ(r) é o parâmetro de ordem complexo

que varia espacialmente (veja o gráfico da equação 2.24 na Figura 2.3), ele é igual a zero

no estado normal e diferente de zero no estado supercondutor.

Figura 2.3: Gráfico da equação 2.24. A energia livre de Ginzburg-Landau para dois valores
de α. Quando α < 0, a curva apresenta dois mínimos característicos de uma transição
de fase de segunda ordem, o que significa que o sistema se encontra na fase ordenada e
portanto T < Tc. Quando T > Tc → α > 0, e a fase passa a ser desordenada no qual
Ψ = 0. O sinal de β controla a concavidade da função.

Inicialmente a teoria GL não tinha noção exata do que seria o parâmetro de ordem

para o estado supercondutor, ele foi considerado uma função de onda dos elétrons super-

condutores tal como na equação de Schrödinger porém, foi identificada mais a frente que

ela correspondia à densidade dos pares de Cooper.
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2.3 Derivações da energia livre GL: O parâmetro de

ordem e densidade de corrente

Vamos agora modificar a equação 2.24, adaptando-a conforme as características físi-

cas do estado supercondutor conforme feito por Landau e Ginzburg [16, 17], escrever a

energia livre GL e obter as duas equações principais da teoria que são o termo não linear

dependente do parâmetro de ordem que fornece o potencial repulsivo e a densidade de

corrente supercondutora.

A energia livre pode ser escrita em termos da energia livre de Helmholtz ou de Gibbs.

A primeira trata da atuação de um campo magnético externo variável que induz uma

corrente interna enquanto que na segunda o campo magnético é constante. Vamos partir

da densidade de energia livre com campo externo aplicado, proposta por GL, dada por

Fs − Fn =

∫
V

dV

{
α|Ψ|2+

1

2
β|Ψ|4+

1

2m∗

∣∣∣∣[−ih̄∇− e∗

c
A

]
Ψ

∣∣∣∣2 +

(h−H0)2

8π

}
, (2.25)

onde Fs e Fn correspondem as energias no estado supercondutor e normal respectivamente,

Ψ é o parâmetro de ordem que separa o estado normal do estado supercondutor (energia

de condensação do estado supercondutor). Ele é nulo para valores acima ou igual a

temperatura crítica e diferente de zero abaixo dela, A é o potencial vetor, α e β são as

constantes fenomenológicas já discutidos anteriormente, sendo que α < 0 e β > 0; m∗ e

e∗ correspondem a massa e a carga dos pares de Cooper, o termo

1

2m∗

∣∣∣∣[−ih̄∇− e∗

c
A

]
Ψ

∣∣∣∣2 , (2.26)

é a energia cinética dos super elétrons. O último termo, nada mais é do que a diferença

entre os campos induzido h e aplicado H0, ou seja, é a energia necessária para manter o

campo externo fora da amostra e assegurar o estado supercondutor. Para encontrar as

equações de GL devemos minimizar a energia livre, equação 2.25, com relação a Ψ e A,

isto é, δFs/δΨ∗ e δFs/δA, pois o estado supercondutor é caracterizado por um estado de
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mínima energia. Para a primeira equação GL temos1

δ

δΨ∗
(Fs − Fn) = 0, (2.27)

δ

δΨ∗
[α(T )Ψ∗Ψ] = α(T )ΨδΨ∗, (2.28)

δ

δΨ∗

[
β

2
(Ψ∗Ψ)2

]
= β(Ψ∗Ψ)ΨδΨ∗, (2.29)

1

2m∗
δ

δΨ∗

[
−ih̄~∇− e∗

c
A

]2

(Ψ∗Ψ) =
1

2m∗

[
−ih̄~∇− e∗

c
A

]2

ΨδΨ∗, (2.30)

δ

δΨ∗

[
H2

8π

]
= 0. (2.31)

Juntando as equações 2.28 - 2.31, chegamos em

∫
0dV r =

∫
dV

[
α(T )Ψ + β(Ψ∗Ψ)Ψ +

1

2m∗

(
−ih̄~∇− e∗

c
A

)2

Ψ

]
δΨ∗, (2.32)

ou2

α(T )Ψ + β(Ψ∗Ψ)Ψ +
1

2m∗

(
−ih̄~∇− e∗

c
A

)2

Ψ = 0. (2.33)

A equação 2.33 é conhecida como primeira equação de GL. Ela se assemelha a equação de

Schrödinger e mostra como o parâmetro de ordem pode variar na amostra supercondutora.

Obtemos também a seguinte condição de contorno

n̂ ·
(
−ih̄∇− −e

∗

c
A

) ∣∣∣∣∣
S

= 0, (2.34)

onde n é um vetor unitário norma à superfície que garante que a supercorrente não

atravessa o material perpendicularmente. Essa condição de fronteira foi generalizada por
1Lembrando que: |Ψ|4= (Ψ∗Ψ)2 e ∂|Ψ|4/∂Ψ∗ = 2(Ψ∗Ψ)Ψ = 2|Ψ|2Ψ.
2Do teorema fundamental do cálculo:

∫
ηMd3r = 0, onde η = 0.
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de Gennes como

n̂ ·
(
−ih̄∇− −e

∗

c
A

) ∣∣∣∣∣
S

=
i

b
Ψ

∣∣∣∣∣
S

, (2.35)

onde b é uma constante que depende do tipo de material que se encontra em contato com

a amostra supercondutora, ou seja:

b



> 0→ metal normal,

< 0→ supercondutor com Tc maior,

= 0→ material magnético,

=∞→ isolante ou vácuo.

(2.36)

Para obtermos a segunda equação GL fazemos δFs/δA, isto é,

δ

δA
(Fs − Fn) =

δ

δA

∫
V

dV

{
α|Ψ|2+

1

2
β|Ψ|4+

1

2m∗

∣∣∣∣[−ih̄∇− e∗

c
A

]
Ψ

∣∣∣∣2
}

+
(h−H0)2

8π
. (2.37)

Temos então que

δ

δA
(Fs − Fn) = 0, (2.38)

δ

δA
α|Ψ|2= 0, (2.39)

δ

δA

1

2
β|Ψ|4= 0, (2.40)

δ

δA

1

2m∗

∣∣∣∣[−ih̄∇− e∗

c
A

]
Ψ

∣∣∣∣2 =

δ

δA

1

2m∗

(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
·
(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
Ψ∗Ψ,
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=
δ

δA

1

2m∗

(
−ih̄∇Ψ∗ − e∗

c
AΨ∗

)
·
(
ih̄∇Ψ− e∗

c
AΨ

)
,

=
1

2m∗

[(
−e
∗

c
Ψ∗
)
·
(
−ih̄∇Ψ− e∗

c
AΨ

)
+

(
ih̄∇Ψ∗ − e∗

c
AΨ∗

)
·
(
−e
∗

c
Ψ

)]
,

=
1

2m∗

[(
ih̄e∗

c
Ψ∗∇Ψ

)
+

(
e∗

c

2)
Ψ∗AΨ−

(
ih̄e∗

c
Ψ∇Ψ∗

)
+

(
e∗

c

)2

ΨAΨ∗

]
,

=
1

2m∗

[
ih̄e∗

c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) + 2

(
e∗

c

)2

Ψ∗AΨ

]
. (2.41)

E agora, o termo da energia magnética

δ

δA

[
(h−H0)2

8π

]
=

δ

δA

[
(∇×A−H0)2

8π

]
,

=
δ

δA

[
(∇×A−H0)(∇×A−H0)

8π

]
,

=
2(∇×A−H0)(∇× δA)

8π
,

=
1

4π

[
∇ · (δA× (∇×A)−H0) + δA · (∇× (∇×A)−H0)

]
, (2.42)

onde usamos a seguinte relação vetorial: ∇ · (a × b) = b · (∇ × a) − a · (∇ × b), sendo

que, a = δA e b = ∇×A−H0. Substituindo as equações 2.38 - 2.42, em 2.37, teremos

0 =
1

2m∗

∫
V

δA

[
ih̄e∗

c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) + 2

(
e∗

c

)2

Ψ∗AΨ

]
dV +∫

V

1

4π

[
∇ ·
(
δA× (∇×A)

)
−H0) + δA ·

(
∇× (∇×A)−H0

)]
δAdV. (2.43)

Utilizando o teorema da divergência3 no segundo termo da direita e reorganizando a
3Teorema de Gauss ou da divergência:

∫
V
dV∇ · P =

∮
S
dS(n̂ · P), onde n̂ é um vetor normal à
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equação acima chegamos em

0 =

∫
V

δA

[
ih̄e∗

2m∗c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) +

e∗2

c2m∗
Ψ∗AΨ

]
dV

+
1

4π

∮
S

dS

[
n̂ ·
(
δA× (∇×A−H0)

)]
dV

+
1

4π

∫
V

[
δA ·

(
∇× (∇×A)−H0

)]
dV. (2.44)

Superficialmente o campo de indução magnética, ∇×A = H0, é igual ao campo externo,

portanto, a integral de superfície é igual a zero, logo

0 =

∫
V

δA

[
ih̄e∗

2m∗c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) +

e∗2

c2m∗
Ψ∗AΨ

]
dV

+
1

4π

∫
V

[
δA ·

(
∇× (∇×A)−H0

)]
dV, (2.45)

ou então

0 =

∫
V

δA

{[
ih̄e∗

2m∗c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) +

e∗2

c2m∗
Ψ∗AΨ

]

+
1

4π

[
δA ·

(
∇× (∇×A)−H0

)]}
dV. (2.46)

Para um δA qualquer, tem-se,

ih̄e∗

2m∗c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) +

e∗2

c2m∗
Ψ∗AΨ +

1

4π

(
∇× (∇×A)−H0

)
= 0, (2.47)

então,

1

4π

(
∇× (∇×A)−H0

)
= − ih̄e∗

2m∗c
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− e∗2

c2m∗
Ψ∗AΨ. (2.48)

Utilizando a lei de Ampère,4 finalmente chegamos em

js = − ih̄e
∗

2m∗
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− e∗2

m∗c
A|Ψ|2, (2.49)

que é conhecida como a segunda equação GL. As equações 2.33 e 2.49, são as famosas

superfície. Temos assim: 1
4π

∫
V
∇ ·
(
δA× (∇×A)−H0

)
dV =

∮
S
n̂ · (δA× (∇×A)−H0)dS.

4∇×B = 4π
c js ⇒ js = c

4ß

(
∇× (∇×A)

)
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equações de Ginzburg e Landau para supercondutores mesoscópicos. A primeira nos

mostra o comportamento do parâmetro de ordem enquanto a segunda dá as correntes, ou

seja, a resposta diamagnética do supercondutor. São equações não lineares que precisam

ser resolvidas de forma auto-consistente com a equação 2.35.

2.4 Comprimentos característicos e o parâmetro de Ginzburg-

Landau

As equações de GL geram dois comprimentos característicos da teoria dos supercon-

dutores: o comprimento de penetração λ(T ) que aparece na teoria de London e mede

o quando o campo magnético adentra o material e o comprimento de coerência ξ(T )

que corresponde a variação espacial do parâmetro de ordem. Da relação entre esses dois

comprimentos obtemos o parâmetro de Ginzburg-Landau (GL), o qual separa os super-

condutores em tipo-I e tipo-II.

2.4.1 Comprimento de penetração (λ) do campo magnético

Para obter o comprimento de penetração vamos considerar um campo magnético fraco

sendo aplicado no supercondutor em uma região no centro da amostra, longe das bordas,

onde o parâmetro de ordem varia pouco ou é praticamente constante. Com essas consi-

derações, vamos aplicar o rotacional na equação 2.49 e assim obter

∇× js = − e∗

m∗c
|Ψ|2∇×A, (2.50)

ou

∇×∇×H = −4πe∗2

m∗c
|Ψ|2H. (2.51)

Utilizando a identidade vetorial

∇× (∇×H) = ∇ (∇ ·H)−∇2H, (2.52)
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onde obtemos5

∇2H =
4πe∗2|Ψ|2

m∗c2
H. (2.53)

Reescrevendo 2.53 ficamos com

∇2H =
1

λ2
H, (2.54)

cuja solução, dada por H = H0e
−r/λ, é a mesma obtida na equação 2.15. Dessa forma o

comprimento de penetração fica sendo definido por

λ =

√
m∗c2

4πe∗2|Ψ|2
, (2.55)

que é o mesmo da equação 2.11 obtido na teoria de London. Se considerarmos a densidade

de elétrons supercondutores como ns = |Ψ|2= |α|/β, a equação 2.55 se torna

λ =

√
m∗c2β

4πe∗2ns
=

√
m∗c2β

4πe∗2|α|
. (2.56)

λ depende da temperatura já que α(T ) = −α0(1 − T/Tc), portanto, pode ser expresso

como

λ =
λ0√(

1− T
Tc

) , (2.57)

onde λ0 independe da temperatura.

2.4.2 Comprimento de Coerência (ξ)

O comprimento de coerência pode ser obtido a partir da primeira equação GL sem

a atuação de campo magnético externo ou correntes e na forma unidimensional, dessa

forma, a equação 2.33 pode ser escrita como

− h̄2

2m∗
d2Ψ

dx2
+ β|Ψ|3+αΨ = 0. (2.58)

5sabendo que, ∇ ·H = 0.
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Vamos inserir um parâmetro adimensional Ψ = fΨ0, onde f corresponde a um parâmetro

de ordem normalizado e Ψ0 corresponde ao estado de menor energia na equação anterior

que ficará

− h̄2

2m∗
d2Ψ0f

dx2
+ βΨ0f

3 − |α|Ψ0f = 0. (2.59)

A constante α = −|α|, pois para o estado supercondutor a constante α é negativa, e

lembrando que Ψ0 =
√
|α|/β, teremos

− h̄2

2m∗|α|
d2f

dx2
+ βf 3 − |α|f = 0. (2.60)

O termo da derivada segunda é definido como o comprimento de coerência ξ,

ξ2 =
h̄2

2m∗|α|
. (2.61)

Da mesma forma que λ depende do tempo, ξ também depende por causa de α(T ), e pode

ser escrito como

ξ(T ) =
ξ0√

1− T
Tc

, (2.62)

e ξ0 é independente da temperatura.

2.4.3 Tipos de supercondutores e o parâmetro κ

Existe um parâmetro adimensional definido na teoria GL que separa os materiais

supercondutores em tipo-I e tipo-II. Chamado de parâmetro de GL, κ, ele é definido pela

razão entre o comprimento de penetração e o comprimento de coerência, ou seja,

κ =
λ

ξ
, (2.63)

o que implica que κ independe da temperatura. Foi por meio do trabalho de Abrikosov[18]

que κ passou a separar os tipos de supercondutores. A Figura 2.4(a,b) ilustra a depen-

dência espacial do parâmetro de ordem em função de λ e ξ. Quando κ < 1/
√

2, temos

supercondutores do tipo-I, característicos por não favorecem a formação de vórtices em
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seu interior pois a energia na superfície é positiva.

Figura 2.4: Dependência espacial do parâmetro de ordem ψ e do campo magnético H.
Em (a) para supercondutores do tipo I onde ξ >> λ, e em (b) tipo II onde ξ << λ.

Nesta situação, ξ >> λ, e quando um campo magnético é aplicado o estado super-

condutor é destruído imediatamente. Entretanto, para κ > 1/
√

2 a situação se inverte

e ξ << λ, a energia passa a ser negativa, o que torna possível a penetração do campo

externo na forma de vórtices os quais carregam um quantum de fluxo dado pela equação

2.75.

A magnetização em supercondutores obedece a relação M = −H e o comportamento

nesses dois tipos de supercondutores também difere em função do campo externo. A

figura 2.5(a) mostra que a magnetização em um supercondutor tipo I aumenta negati-

vamente com o campo aplicado (internamente B = 0) e quando atinge o campo crítico

o estado supercondutor é destruído causando uma abrupta descontinuidade. Entretanto,

para supercondutores tipo II, a magnetização possui um primeiro campo crítico Hc1 , na

primeira descontinuidade. A partir daí, M começa a diminuir suavemente (internamente

B 6= 0) até zerar, onde atinge-se o segundo campo crítico Hc2 , como podemos ver na

Figura 2.5(b).

Os campos críticos Hc, Hc1 e Hc2 são mostrados no diagrama de fase da Figura 2.6.

Para amostras bulk o valor do campo crítico Hc, veja a Figura 2.6(a) é dado por

Hc(T ) =
Φ0

2π
√

2ξTλT
, (2.64)

onde Φ = hc/e∗ é um quantum de fluxo. O campoHc1 < H < Hc2 , entreHc1 eHc2 , Figura

2.6(b) é chamado de estado misto, estado de vórtices ou fase Shubnikov. Em meados de

1930, L. V. Shubnikov e colaboradores mostraram pela primeira vez experimentalmente
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h

Figura 2.5: (a) apresenta a magnetização em função do campo aplicado em supercondu-
tores tipo-I, onde existe um perfeito estado Meissner. Quando H atinge o campo crítico
Hc o estado supercondutor é totalmente destruído. Em (b) o estado Meissner se mantém
até atingir o primeiro campo crítico Hc1 . Entre Hc1 e Hc2 os vórtices entram no material
sem destruição do estado supercondutor e passa a existir o estado misto ou Shubnikov.

a fase mista em ligas supercondutoras [16, 15]. O valor do segundo campo crítico é

Hc2(T ) = κ
√

2Hc =
Φ0

2πξ(T )2
. (2.65)

Acima de Hc2 há ainda um terceiro campo crítico Hc3 , caracterizado por uma supercon-

Figura 2.6: Diagrama de fase H − T para supercondutores tipo-I onde existe um perfeito
estado Meissner quando H atinge o campo crítico Hc e a supercondutividade é totalmente
suprimida. (b) mostra o diagrama de fase para uma amostra macroscópica onde o estado
Meissner se mantém até atingir o primeiro campo crítico Hc1 . Entre Hc1 e Hc2 os vórtices
entram no material no qual passa a existir a fase Shubnikov. Após Hc3 não existe mais o
estado supercondutor.

dutividade superficial, Hc2 < H < Hc3 , cuja espessura é da ordem de 103 Å, onde o estado

supercondutor não foi totalmente destruído, e seu valor é da ordem de

Hc3(T ) = 2.4κHc ≈ 1.7Hc2 . (2.66)
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2.5 Vórtices em Supercondutores

Anteriormente falamos sobre o estado misto, que corresponde aos vórtices magnéticos

que atravessam um material supercondutor do tipo-II sem destruir seu estado supercon-

dutor. Esses vórtices surgem dentro do material supercondutor, eles são regiões de estado

normal isto é, onde ξ → 0, no centro do vórtice. Essas regiões de estado normal são

energeticamente mais favoráveis quando um campo externo atinge um valor maior do que

o primeiro campo crítico Hc1. Esses vórtices são mantidos pelas correntes que circulam ao

seu redor, mantendo sua estrutura giratória, possuem um comprimento característico λ e

carregam um quantum de fluxo. Iremos agora mostrar a quantização do fluxo magnético

bem como a estrutura e energia dos vórtices.

2.5.1 Quantização do fluxo

A quantização do fluxo magnético em um supercondutor foi determinada em experi-

mentos de Doll e Nabauer e por Deaver e Fairbank em 1961 [49, 50]. Eles consideraram

um anel supercondutor sendo submetido a um campo magnético externo perpendicular à

corrente supercondutora e encontraram um múltiplo inteiro do fluxo quântico Φ0, tal que

Φ = nΦ0, (2.67)

onde n é um número inteiro e Φ0 é

Φ0 =
hc

2e
' 2 · 10−7G · cm2. (2.68)

Para obter esse valor vamos partir da densidade de supercorrente obtida do formalismo

de Ginzburg-Landau que foi estudado na seção 2.3. Podemos escrever a segunda equação

GL na seguinte forma

js =
e∗h

m∗
|Ψ|2∇ϕ− e∗2

m∗c
A|Ψ|2, (2.69)

utilizando o teorema de Stokes,

Φ =

∫
S

B · dS =

∫
S

∇×A · dS =

∮
C

A · dl, (2.70)
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e isolando o potencial vetor A na equação 2.69 teremos

A =
h̄

2e
∇ϕ(r)− m∗jS

4e2|Ψ|2
. (2.71)

Substituindo agora 2.71 em 2.70, tem-se

Φ =
h̄c

e∗

∮
C

∇ϕ · dl− m∗c

e∗2

∮
C

jS
|Ψ|2

· dl. (2.72)

Precisamos fazer aqui algumas considerações: como estamos considerando um anel

supercondutor o parâmetro de ordem não varia transversalmente em relação à área do

anel e sua fase ϕ deve variar em múltiplos inteiros de 2πn ao percorrer todo o circuito,

i.e.,

∮
C

∇ϕ · dl = 2πn. (2.73)

Como a integral percorre um caminho fechado temos que, jS = 0, ou seja, jS é perpendi-

cular a dl. Logo, a equação 2.72 fica

Φ =
h̄c

e∗

∮
C

∇ϕ · dl =
h̄c

e∗
(2πn), (2.74)

como h̄ = h/2π e que e∗ = 2e chegamos em

Φ =
hc

2e
n = Φ0n (n = 0, 1, 2, ...). (2.75)

A equação 2.75 mostra que o fluxo magnético que atravessa um supercondutor é quanti-

zado em valores inteiros de um valor fundamental Φ0, ou seja, um quantum de fluxo ou

fluxóide.

2.5.2 Estrutura e energia de um vórtice

Para fazer um estudo analítico acerca das características físicas dos vórtices, vamos

considerar κ >> 1, e λ >> ξ. Essa aproximação, no limite de supercondutores de

segundo tipo (limite de London), é bastante conveniente, pois |Ψ|2 pode ser ponderado

como constante em toda a amostra supercondutora, o que garante um estudo analítico do

sistema visto que as equações GL requerem solução numérica. Vamos utilizar a equação
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2.49, mas inicialmente, consideraremos que Ψ(r) = |Ψ(r)|eiφ(r), para poder escreve-la em

função do módulo e da fase, como

js =
e∗

m∗
|Ψ|2

(
h̄∇φ− e∗

c
A

)
. (2.76)

Tomando o rotacional em ambos os lados de 2.76 teremos

∇× js =
e∗

m∗
|Ψ|2

(
h̄∇×∇φ− e∗

c
∇×A

)
, (2.77)

= Φ0
c2

8π2λ2
(∇×∇φ)− c

4πλ2
B. (2.78)

Vamos então, analisar o caso de um único vórtice i, no plano xy, situado no ponto

ri(xi, yj) e paralelo ao eixo z. Temos que integrar a equação 3.52, sobre uma área dentro

do contorno σ, onde esta localizado o núcleo do vórtice e fazer uma transformação de

Stokes. Teremos assim

∫
d2rn · ∇ × js = Φ0

c2

8π2λ2

∫
d2rn · (∇×∇φ)− c

4πλ2

∫
d2rn ·B,

= Φ0
c2

8π2λ2

∮
dl · ∇φ− c

4πλ2

∫
d2rn ·B

= Φ0
c2

8π2λ2
2πL− c

4πλ2

∫
d2rn ·B. (2.79)

Defini-se como função fonte para um único vórtice, a seguinte relação

v(r, ri) = ẑδ(r− ri)L, (2.80)

onde L corresponde a um quantum de fluxo magnético de cada vórtice carrega. Utilizando

esta definição e a relação 4πj/c = ∇×B, na equação de London 2.10, teremos

B− λ2∇2B = ẑΦ0δ(r− ri)L, (2.81)
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onde temos um quantum de fluxo magnético LΦ0, localizado na posição ri, com núcleo

infinitesimal δ(r), direcionado no eixo ẑ. A solução da equação 2.81 é dada por

B(r) =
LΦ0

2πλ2
K0

(
|r− ri|
λ

)
ẑ, (2.82)

onde K0 é uma função de Bessel modificada de ordem zero, com os seguintes limites

assintóticos:  K0(r→ 0) −→ −ln(r),

K0(r→∞) −→ e−r/
√
r.

(2.83)

Entretanto, existe uma divergência no campo magnético quando r → 0, contudo, o

núcleo do vórtice é finito, o que implica que quando r > ξ, essa solução não pode ser

usada. Dessa forma, a magnitude do campo magnético na origem pode ser encontrada ao

inserimos um limite de corte quando r ∼ ξ, assim teremos

B(0) ≈ LΦ0

2πλ2
ln
(
λ

ξ

)
, (2.84)

para λ >> ξ, o que nos dá uma solução física mais aceitável, pois uma distância da ordem

do núcleo do vórtice ξ e |Ψ|→ 0.

A energia por unidade de comprimento do vórtice pode agora ser calculada através da

integral da soma das energias referente à supercorrente e ao campo magnético, despre-

zando a energia no núcleo do vórtice. Teremos então que,

Ev =
1

8π

∫ [
λ2|∇ ×B|2+B2

]
d3r. (2.85)

Usando a identidade |∇×B|2= B ·
[
∇×(∇×B)

]
+∇·

[
B×(∇×B)

]
, podemos reescrever

a equação 2.85 como

Ev =
1

8π

∫ [
B ·
(
B + λ2∇× (∇×B)

)]
d3r +

λ2

8π

∫ (
B× (∇×B)

)
· d3r. (2.86)

Como a integração é sobre todo o volume de um cilindro na direção ẑ de raio infinito, e

onde desprezamos o núcleo, a primeira integral será nula. Agora utilizando o teorema de
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Gauss 6 na segunda integral teremos

Ev =
λ2

8π

∮ (
B× (∇×B)

)
· n̂d2r. (2.87)

Os limites de integração correspondem às partes interna do cilindro, quando r → ξ e a

externa r→∞, temos portanto

Ev =
λ2

8π

[
B
dB

dr
2πr
]
r=ξ
− λ2

8π

[
B
dB

dr
2πr
]
r=∞

, (2.88)

mas o segundo termo da equação 2.88 se anula quando B(r →∞) = 0. Usando a equação

2.84, dB/dr = Φ0/2πλ
2r, vem que

Ev =
λ2

8π

[
B
(
L

Φ0

2πλ2r

)
2πr

]
r=ξ

=
LΦ0

8π

[
B(r)

]
r=ξ
, (2.89)

Ev =
LΦ0

8π
B(ξ) ≈ LΦ0

8π
B(0), (2.90)

agora, utilizando o mesmo limite de corte, r ∼ ξ, e a equação 2.84, obtemos

Ev =

(
LΦ0

4πλ

)2

ln
(λ
ξ

)
. (2.91)

Podemos ver que Ev ∝ L2, ou seja, esse resultado mostra que no modelo de London é

energeticamente mais favorável a nucleação de dois vórtices onde cada um deles carrega

um quantum de fluxo, do que um vórtice com dois quantum de fluxo.

2.6 Equações GL Dependente do Tempo - TDGL

Para observarmos o comportamento da dinâmica dos vórtices temos que utilizar as

equações de GL dependente do tempo, as chamadas TDGL [89, 90, 91]. Essas equações

exigem um tempo de relaxação da ordem τεΨ << h̄, onde τε corresponde ao tempo livre

médio de cada colisão inelástica entre os fônons e os pares de Cooper. Na seção 2.3 foi

feita a minimização da energia livre δFs/δΨ∗ e δFs/δA, para encontrar as duas equações

GL independente do tempo, o que corresponde à situação de equilíbrio estático. Porém,

6Teorema de Gauss,
∫
∇ ·
(
∇× (B×B)

)
d3r =

∮ (
∇× (B×B)

)
· dS = 0
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para as TDGL, a taxa de variação temporal do parâmetro de ordem e do potencial vetor

(taxa de relaxação) depende de um valor constante igual ao desvio do equilíbrio dado por

h̄2

2m∗D

∂Ψ

∂t
= −δFs(Ψ

∗,A)

δΨ∗
, (2.92)

onde D é um coeficiente de difusão. Para a segunda equação, teremos

σ

c

∂A

∂t
= −δFs(Ψ

∗,A)

δA
, (2.93)

σ corresponde a condutividade elétrica.

As equações 2.92 e 2.93, não são invariantes de calibre (gauge), portante é necessário

a introdução de um potencial escalar φ o qual altera a primeira equação GL da seguinte

forma

h̄2

2m∗D

(
∂Ψ

∂t
+

2ieφ

h̄
Ψ

)
= −δFs(Ψ

∗,A)

δΨ∗
. (2.94)

Para a segunda equação GL o campo elétrico é definido como

E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ, (2.95)

onde φ é um potencial escalar, e a corrente total é dada por

j = js + jn. (2.96)

Em 2.96, js é a corrente supercondutora a seguir

js =
2e

m
Re
[
Ψ∗
(
−ih̄∇− 2e

c
A

)
Ψ

]
, (2.97)

e jn corresponde à corrente normal

jn = σnE, (2.98)

que juntamente com 2.95 fica sendo

jn = σn

(
1

c

∂A

∂t
−∇φ

)
. (2.99)
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Logo, podemos escrever as equações TDGL como

− h̄

2m∗D

(
∂Ψ

∂t
+
ie∗φ

h̄
Ψ

)
= α(T )Ψ + β(Ψ∗Ψ)Ψ +

1

2m∗

(
−ih̄~∇− e∗

c
A

)2

Ψ, (2.100)

σn

(
1

c

∂A

∂t
−∇φ

)
=

e∗

m∗
Re
[
Ψ∗
(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
Ψ

]
− c

4π
∇× (∇×A). (2.101)

2.7 Equações TDGL adimensionais

As equações TDGL precisam ser escritas sob uma forma adimensional para facilitar

os cálculos e reduzir o número de parâmetros já que as mesmas não possuem solução

analítica. Faremos isso definindo as seguintes variáveis: Ψ = Ψ0ψ̃, A = Hc2(0)ξ(0)Ã,

T = TcT̃ , ∇ = 1
ξ(0)
∇̃, t = t0t̃, onde t0 =

ξ20
D
. Substituindo essas considerações nas

equações 2.100 e 2.101, obtemos7

(
∂ψ

∂t
+ iφψ

)
= −1

η

[
(i∇+ A)2ψ + (1− T )(|ψ|2−1)ψ

]
, (2.102)

e

Γ

(
∂A

∂t
+∇φ

)
= (1− T )Re

[
ψ∗(−i∇−A)ψ)

]
− κ2∇× (∇×A), (2.103)

onde η = 2m∗D/h̄2, Γ = 4πσnDκ
2/c2, e os til’s foram omitidos por conveniência. Para

garantir a invariância de calibre (gauge) nas equações acima realizamos as seguintes trans-

formações:

potencial vetor: A −→ A +∇χ, (2.104)

potencial escalar: φ −→ φ− 1
c
∂χ
∂t
, (2.105)

parâmetro de ordem: ψ −→ ψe(i 2e
hc
χ). (2.106)

7Apêndice A
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Assim obtemos

∂ψ

∂t
= −1

η

[
(i∇+ A)2ψ + (1− T )(|ψ|2−1)ψ

]
, (2.107)

∂A

∂t
= (1− T )Re

[
ψ∗(−i∇−A)ψ)

]
− κ2∇× (∇×A), (2.108)

Como já dissemos, as equações 2.107 e 2.108 não possuem solução analítica, portanto se

faz necessário a utilização de métodos numéricos que possam obter boas aproximações.

Um deles consiste em discretizar as equações TDGL por meio do método das diferenças

finitas juntamente com o método das variáveis de ligação, também chamado de, método

ψ − U .

2.8 Formalismo TDGL para supercondutores de duas

bandas (2B-TDGL)

As equações TDGL podem ser estendidas em um formalismo de duas bandas ou 2B-

TDGL, para investigar materiais supercondutores de mais de uma banda como ocorre

com o MgB2. Para tanto, cada banda necessita de um potencial de interação para li-

gar uma banda à outra, como por exemplo, um acoplamento Josephson (outro tipos de

acoplamentos podem ser encontrados em [54]). Assim, as 2B-TDGL tomam a seguinte

forma

2∑
i=1

∂ψi
∂t

=
2∑
i=1

−(i∇ + A)2ψi + ψi(1− |ψi|2) +
2∑
i=1

2∑
i 6=j

Oi,j, (2.109)

∂A

∂t
=

2∑
i=1

Re
[
ψ̄i(−i∇−A)ψi

]
− κ2

(
∇× (∇×A)

)
. (2.110)

O termo Oi,j é o acoplamento Josephson sendo dado por ψ?iψj + ψiψ
?
j , onde o parâmetro

de ordem tem a forma, ψi,j = |ψ|eiφi,j , sendo que, φi,j é a fase do i-ésimo parâmetro. Logo,
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Oi,j, torna-se

Oi,j = 2γi,j|ψi||ψj|cos(φj − φi), (2.111)

onde γi,j é o fator de acoplamento entre as bandas. O valor de γi,j pode ser positivo ou

negativo, dependendo da força de interação entre as bandas ou do tipo de material, por

exemplo, para o MgB2 temos que γi,j > 0, enquanto que supercondutores baseados em

ferro γi,j < 0 [78].

2.9 Equações TDGL generalizadas (G-TDGL)

As equações TDGL possuem uma forma mais completa conhecida como equações ge-

neralizadas de Ginzburg-Landau ou G-TDGL, onde conseguem abarcar uma gama maior

de sistemas físicos, principalmente aqueles submetidos a uma corrente externa. A equação

G-TDGL possui a seguinte forma [92, 93]

u√
1 + γ2|ψ|2

[
∂ψ

∂t
+ iφψ +

γ2

2
ψ
∂|ψ|2

∂t

]
= (2.112)

−(− i∇−A)2ψ + (1− T )ψ(1− |ψ|2),

onde γ, é definido por

γ =
2τEψ0

h̄
, (2.113)

e τE, corresponde ao tempo de colisão inelástica elétron-fônon. Advindo da teoria mi-

croscópica γ = 10 e u = 5.79 para materiais com poucas impurezas paramagnéticas8

[92, 93, 43]. Devido à normalização, o tempo é descrito como τGL = πh̄
8kBTcu

e o potencial

eletrostático φ = h̄
2eτGL

.

A equação 2.112 deve ser acoplada com o potencial escalar φ, obtido da equação da

continuidade dada abaixo

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0, (2.114)

8u = π4

14ζ(3) = 5, 79, onde ζ(3) = 1, 202 é uma função zeta de Riemann.
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onde, J = JS + JN . Sabemos que

JS = Re
[
ψ∗(−i∇−Aψ)

]
, (2.115)

JN = −∇φ.

Considerando um estado estacionário no qual, ∂ρ
∂t

= 0, e substituindo as equações 2.115

em 2.114, obtemos

∇2φ = ∇ · JS, (2.116)

que precisa ser resolvida simultaneamente com a equação 2.112.

Lembrando que |ψ|2= ψψ∗, podemos obter uma expressão para ∂ψ
∂t
, para isso, iremos

reescrever a equação 2.112 da seguinte forma

∂ψ

∂t
+
γ2

2
ψ
∂|ψ|2

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆

u
− iφψ, (2.117)

onde

∆ = −
(
− i∇−A

)2

ψ + (1− T )ψ(1− |ψ|2). (2.118)

É necessário levar em conta o complexo conjugado da equação 2.117 que fica

∂ψ∗

∂t
+
γ2

2
ψ∗
∂|ψ|2

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆∗

u
− iφψ∗, (2.119)

e considerar que ψ e ψ∗ sejam independentes, desta forma, poderemos escrever um sistema

simultâneo de equações que podem ser resolvidas pelo método de Cramer9. Portanto, a

equação obtida é

∂ψ

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆

u
−
γ2ψRe

(
ψ∗∆

u

)
√

1 + γ2|ψ|2
− iφψ. (2.120)

9Apêndice B



3
Método numérico: as equações GL discretas

3.1 Método ψ − U e as equações TDGL

O método ψ − U consiste em discretizar as equações TDGL por meio do método das

diferenças finitas1, dispor as equações em pontos de uma rede e utilizar um campo auxiliar,

U , para ligar todos os pontos dessa rede, seja ela em duas ou três dimensões[94, 95].

Nesta Tese utilizaremos uma rede bidimensional, conforme mostrado na Figura 3.1, e uma

estrutura na forma de uma fita supercondutora com contatos metálicos, veja Figura 3.2,

por onde é inserido uma corrente de transporte. Nas Figuras 3.1 e 3.2; Ψi,j é a variável

de vértice; Ux
i,j, U

y
i,j são as váriaveis de ligação e Jxi,j e Jyi,j correspondem a densidade

de corrente supercondutora nos eixos x e y respectivamente. O espaçamento de rede é

definido por ax e ay; a linha verde tracejada, definida por ∆, é a rede matemática onde a

G-TDGL será resolvida e ~Jm é a corrente externa. Todas essas variáveis serão descritas

no decorrer desta seção.

As equações de GL são dependentes de Ψ(x, y), Ax(x, y) e Ay(x, y), onde Ax,y são as

componentes do potencial vetor. O método ψ − U relacionas essas variáveis do potencial

vetor com as componentes de um campo auxiliar U = (Ux,Uy), da seguinte forma

Ux(x, y, t) = exp
(
−i
∫ x

x0

Ax(ν, y, t)dν

)
, (3.1)

Uy(x, y, t) = exp
(
−i
∫ y

y0

Ay(x, η, t)dη

)
. (3.2)

Agora utilizaremos as variáveis de ligação para discretizar as equações TDGL.
1Apêndice C
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Ψi,j i,jUx

i,jUy
i+1,jUy

i,j+1Ux

i,jLz

Ψi+1,j 

Ψi+1,j+1 Ψi,j+1 

a x 

a y Variável de vértice

Variável de ligação do eixo y

Variável de ligação do eixo x

Variável para o campo de 
indução magnético

Figura 3.1: Estrutura de uma rede bi-dimensional para uma única célula unitária onde,
ψi,j é o parâmetro de ordem, Ux

i,j, U
y
i,j são as variáveis de ligação nos eixos x e y respecti-

vamente. A soma de todas as variáveis ao redor da célula corresponde campo de indução
magnético Lzi,j no eixo z no centro da célula unitária.

Figura 3.2: Rede numérica para a realização da simulação computacional em uma estru-
tura na forma de fita supercondutora, com contatos metálicos de tamanho m. L e W
correspondem ao tamanho total da rede e dentro do quadrado tracejado verde é onde as
equações G-TDGL serão resolvidas.
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3.2 Propriedades das variáveis de ligação

As variáveis de ligação definidas pelas equações 3.1 e 3.2, podem ser definidas como

Ux = exp
(
−i
∫ x

x0

Axdx

)
, (3.3)

Uy = exp
(
−i
∫ y

y0

Aydy

)
, (3.4)

com seus respectivos complexos conjugados

Ux = exp
(
i

∫ x

x0

Axdx

)
, (3.5)

Uy = exp
(
i

∫ y

y0

Aydy

)
. (3.6)

Derivando as equações 3.3 - 3.6, teremos

∂Ux

∂x
= −iAUx, (3.7)

∂Uy

∂y
= −iAUy, (3.8)

∂Ux

∂x
= iAxUx, (3.9)

∂Uy

∂y
= iAyUy, (3.10)

ou, de uma forma mais geral

∇ζU ζ = −iAζU ζ , ζ = x, y, z. (3.11)

E a derivada segunda de 3.11 fica

∇2
ζU ζ = −i

(
U ζ∇ζAζ + Aζ∇ζU ζ

)
= −iU ζ

(
∇ζAζ − iA2

ζ

)
. (3.12)



3.2. PROPRIEDADES DAS VARIÁVEIS DE LIGAÇÃO 44

O análogos discretos das equações 3.3 e 3.4, podem ser escritos como

Uxi,j =
i−1∏
k=1

Ux
k,j, (3.13)

Uyi,j =

j−1∏
k=1

Uy
i,k, (3.14)

o que nos dá

Ux
i,j = Uxi,jUxi+1,j, (3.15)

Uy
i,j = Uyi,jU

y
i,j+1. (3.16)

Se considerarmos dois pontos adjacentes na horizontal, (xi, yj) e (xi+1, yj) e na vertical

(xi, yj) e (xi, yj+1), teremos respectivamente

Ux
i,j = exp

(
−i
∫ xi+1

xi

Axdx

)
, (3.17)

e

Uy
i,j = exp

(
−i
∫ yj+1

yj

Aydy

)
, (3.18)

onde a regra do ponto médio da integração nos permite escrever as equações acima como

uma forma discreta aproximada dada por

Ux
i,j ≈ exp

[
−iAx

(
x+

ax
2
, yj

)
ax

]
, (3.19)

Uy
i,j ≈ exp

[
−iAy

(
xi, yj +

ay
2

)
ay

]
. (3.20)

3.2.1 Discretização da primeira equação GL

Vamos começar a discretização, por partes, da primeira equação GL, 2.107 abaixo

∂ψ

∂t
= −1

η

[
(−i∇−A)2ψ + (1− T )(|ψ|2−1)ψ

]
.
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O termo (− i∇−A)2ψ fica

(
− i∇−Aζ

)2

ψ =
(
− i∇−Aζ

)(
− i∇−Aζ

)
ψ

= −∇2ψ + i∇(Aζψ) + iAζ∇ψ + A2
ζψ

= −∇2ψ + iψ∇A + iAζ∇ψ + iAζ∇ψ + A2
ζψ

= −∇2ψ + iψ∇Aζ + 2iAζ∇ψ + A2
ζψ

= −∇2ψ + iψ∇Aζ + iAζ∇ψ + iAζ∇ψ + A2
ζψ

= iψ
(
∇Aζ − iA2

ζ

)
−∇2ψ + 2iAζ∇ψ. (3.21)

Multiplicando 3.21 por −U ζ/U ζ segue que

(
− i∇ζ −Aζ

)2

ψ = −U
ζ

U ζ
iψ
(
∇ζAζ − iA2

ζ

)
−∇2ψ + 2iAζ∇ψ

= − 1

U ζ

[
− iU ζψ

(
∇ζAζ − iA2

ζ

)
− 2iAζU ζ∇ζψ + U ζ∇2

ζψ

]
(3.22)

Utilizando as equações 3.11 e 3.12, obtemos

(
− i∇ζ −Aζ

)2

ψ = − 1

U ζ

[
∇2
ζU ζψ + 2

(
∇ζU ζ

)
∇ζψ + U ζ∇2

ζψ

]
. (3.23)

Podemos também escrever a equação 3.23 como2,

(
− i∇ζ −Aζ

)2

ψ = −U ζ∇2
ζ

(
U ζψ

)
, (3.24)

que vamos separar em x e y, e assim ficamos com

(
− i∇ζ −Aζ

)2

ψ = −Ux ∂
2

∂x2

(
Uxψ

)
− Uy ∂

2

∂y2

(
Uyψ

)
. (3.25)

Vamos substituir a equação 3.25, na primeira equação GL que fica

∂ψ

∂t
= −1

η

[
− Ux ∂

2

∂x2

(
Uxψ

)
− Uy ∂

2

∂y2

(
Uyψ

)
+
(

1− T
)(
|ψ|2−1

)
ψ

]
. (3.26)

2Da seguinte análise matemática: (u · v)′ = u′ · v + u · v′ ⇒ (u′ · v + u · v′)′ = u′′ · v + 2u′ · v′ + u · v′′.
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Utilizando o método das diferenças finitas, descritas no apêndice C, ficamos com

∂ψ

∂t
=

1

η

[(
Uxi,jUxi+1,jψi+1,j − 2Uxi,jUxi,jψi,j + Uxi,jUxi−1,jψi−1,j

a2
x

)
+ (3.27)(

Uyi,jU
y
i,j+1ψi,j+1 − 2Uyi,jU

y
i,jψi,j + Uyi,jU

y
i,j−1ψi,j−1

a2
y

)
+

+
(

1− T
)(
ψ∗i,jψi,j − 1

)
ψi,j

]

Utilizando então as equações 3.15 e 3.16, teremos

∂ψi,j
∂t

=

(
Ux
i,jψi+1,j − 2ψi,j + U

x

i−1,jψi−1,j

ηa2
x

)
+ (3.28)(

Uy
i,jψi,j+1 − 2ψi,j + U

y

i,j−1ψi,j−1

ηa2
y

)
+

+
(

1− T
)(
ψ∗i,jψi,j − 1

)
ψi,j.

que é a primeira equação GL na sua forma discretizada.

3.2.2 Discretização da segunda equação GL e da G-TDGL

Discretizaremos agora a segunda equação GL abaixo

∂A

∂t
= (1− T )Re [ψ∗(−i∇−A)ψ)]− κ2∇×∇×A. (3.29)

Começaremos com o termo da corrente supercondutora js, que passaremos a chamar como

Jζ , onde ζ = x, y, logo

Jζ = (1− T )Re [ψ∗(−i∇ζ −Aζ)ψ)] , (3.30)

onde o termo entre parênteses já foi demonstrado em 3.25. Assim a parte real fica

Jx,yi,j =
(

1− T
)
Re

[
ψ∗

(
− Ux ∂

2

∂x2

(
Uxψ

)
− Uy ∂

2

∂y2

(
Uyψ

))]
, (3.31)

=
(

1− T
)
Re

[
− iψ∗i,jUxi,j

(∂2(Uxi,jψi,j)
∂x2

)
− iψ∗i,jU

y
i,j

(∂2(Uyi,jψi,j)
∂y2

)]
. (3.32)
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Aplicando novamente as diferenças finitas

Jx,yi,j =
(

1− T
)
Re

[
− iψ∗i,jUxi,j

(
Uxi+1,jψi+1,j − Uxi−1,jψi−1,j

ax

)

−iψ∗i,jU
y
i,j

(
Uyi,j+1ψi,j+1 − Uyi,j−1ψi,j−1

ay

)]
,

=
(

1− T
)
Re

[
− iψ∗i,j

(
Uxi,jUxi+1,jψi+1,j − Uxi,jUxi−1,jψi−1,j

ax

)

−iψ∗i,j

(
Uyi,jU

y
i,j+1ψi,j+1 − Uyi,jU

y
i,j−1ψi,j−1

ay

)]
,

=
(

1− T
)
Re

[
− iψ∗i,j

(
Ux
i,jψi+1,j − Ux

i−1,jψi−1,j

ax

)

−iψ∗i,j

(
Uy
i,jψi,j+1 − Uy

i,j−1ψi,j−1

ay

)]
,

e separando as componentes tem-se

Jxi,j =
(1− T

ax

)
Re
[
− iψ∗i,jUx

i,jψi+1,j − ψ∗i,jUx
i−1,jψi−1,j

]
, (3.33)

Jyi,j =
(1− T

ay

)
Re
[
− iψ∗i,jU

y
i,jψi,j+1 − ψ∗i,jU

y
i,j−1ψi,j−1

]
. (3.34)

Aplicando a aproximação das séries de Taylor e lembrando que, Re(−iq) = Im(q), che-

gamos em

Jxi,j =
(1− T

ax

)
Im
[
ψ∗i,jU

x
i,jψi+1,j

]
, (3.35)

Jyi,j =
(1− T

ay

)
Im
[
ψ∗i,jU

y
i,jψi,j+1

]
. (3.36)

Agora, o último termo pode ser escrito como

∇×∇×A = ∇×B =

(
∂Bz

∂y
,−∂B

z

∂x
, 0

)
. (3.37)

O fluxo magnético
∫
B · d2r, possui a seguinte relação3

∫∫
S

∇×A · dr =

∮
C

A · dr, (3.38)

3Do teorema de Stokes:
∮
C
F · dl =

∫∫
S

(∇× F) · dS
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cujo termo,
∫
A · dr, precisa ser discretizado. Lembrando da célula unitária de nossa

malha como mostra a Figura 3.1, podemos ver que, se percorrermos toda a célula unitária

da seguinte maneira: ψi,j ⇒ ψi+1,j ⇒ ψi+1,j+1 ⇒ ψi,j+1 ⇒ ψi,j, podemos ligar todos os

pontos correspondentes ao parâmetro de ordem por meio das variáveis de ligação definidas

em 3.17 e 3.18, dessa forma obtemos

exp
(
− i
∮
C

A · dr
)

= Ux
i,jU

y
i+1,jU

x

i,j+1U
y

i,j = Φ. (3.39)

Logo, a equação 3.39 corresponde ao fluxo magnético B que atravessa perpendicularmente

a amostra. Definindo outra variável podemos escrever o fluxo como

Li,j = Ux
i,jU

y
i+1,jU

x

i,j+1U
y

i,j, (3.40)

ou ainda

Li,j = exp
(∫∫

S

−iBz · dr
)

= exp
(∫∫

−iBz · dxdy
)
, (3.41)

discretizando e fazendo uma expansão em Taylor

Li,j = exp
(
− iBz

i,j · axay
)
≈ 1− iBz

i,j. (3.42)

Calculando o campo magnético no centro da célula unitária vem que

Li,j ≈ 1− iBz
i,j

(
xi +

ax
2
, yj +

ay
2

)
axay

[
1 +Q

(
a4
x + a4

y

)]
. (3.43)

Podemos agora escrever a equação 3.37 como

∂

∂y

[
Bz
(
xi +

ax
2
, yj

)]
=

1

axa2
y

(
Li,j−1Li,j − 1

)
+Q

(
a2
x + a2

y

)
, (3.44)

∂

∂x

[
Bz
(
xi, yj +

ay
2

)]
= − 1

a2
xay

(
Li,jLi−1,j − 1

)
+Q

(
a2
x + a2

y

)
. (3.45)
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Discretizando a variação temporal de, ∂tAx e ∂tAy, teremos

∂

∂t

[
Ax
(
xi +

ax
2
, yi, t

)]
=

i

ax
U
x

i,j

∂

∂t
Ux
i,j +Q

(
a2
x

)
, (3.46)

∂

∂t

[
Ay
(
xi, yi +

ay
2
, t
)]

=
i

ay
U
y

i,j

∂

∂t
Uy
i,j +Q

(
a2
y

)
. (3.47)

Para discretizar a derivada temporal utilizamos o esquema de Euler dado por

ψi,j(t+ ∆t) = ψi,j(t) + ∆t
∂

∂t
ψi,j(t). (3.48)

Por fim, obtemos a segunda equação GL discretizada em termos das componentes x e y

∂

∂t
Ux
i,j = −i

(
1− T

)
Ux
i,jIm

(
ψ∗i,jU

x
i,jψi+1,j

)
− κ2

a2
y

Ux
i,j

(
Li,j−1Li,j − 1

)
, (3.49)

∂

∂t
Uy
i,j = −i

(
1− T

)
Uy
i,jIm

(
ψ∗i,jU

y
i,jψi,j+1

)
− κ2

a2
y

Uy
i,j

(
Li,jLi−1,j − 1

)
. (3.50)

Após todos os cálculos já realizados anteriormente, a discretização da G-TDGL é

obtida rapidamente. O termo ∆, foi mostrado na equação 2.120 e está discretizado na

equação 3.28. Logo, a equação generalizada de Ginzburg-Landau discretizada fica4

∂ψi,j
∂t

=
√

1 + γ2|ψi,j|2
∆i,j

u
−
γ2ψi,jRe

(
ψ∗i,j

∆i,j

u

)
√

1 + γ2|ψi,j|2
− iφi,jψi,j. (3.51)

3.2.3 Condições de Contorno

As equações 3.28, 3.49 e 3.50, obtidas pelo método ψ − U , são aplicados apenas nos

pontos interiores da malha de discretização, fazendo-se necessário, então, a aplicação de

condições de contorno externas que circundam toda a amostra. Também é preciso levar em

consideração a condições dada pela equação 2.35 mostrada abaixo, a respeito da interface
4Mais detalhes sobre os cálculos para este tipo de simulação podem ser encontrados na ref. [96]
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da amostra frente outros materiais

n̂ ·
(
−ih̄∇− −e

∗

c
A

) ∣∣∣∣∣
S

=
i

b
Ψ

∣∣∣∣∣
S

. (3.52)

Para a primeira situação, quando b→∞, a equação 3.52 se reduz à equação 2.34

n̂ ·
(
−ih̄∇− −e

∗

c
A

) ∣∣∣∣∣
S

= 0, (3.53)

a qual representa uma interface supercondutor/vácuo ou isolante, e que também implica

no fato de que a supercorrente não pode atravessar o material perpendicularmente. Para

um detalhamento das condições de contorno, vamos considerar uma amostra com geo-

metria quadrada, e estabelecer suas fronteiras da seguinte forma: Fronteira oeste (face

esquerda) i = 1 e fronteira oeste (face direita) i = Nx + 1; Fronteira sul (face inferior)

j = 1 e a fronteira norte (face superior) j = Ny + 1.

Mediante essas condições, a condição de contorno para o parâmetro de ordem será

ψi,1 = Uy
i,1ψi,2, ψi,Ny+1 = U

y

i,Nyψi,Ny , (3.54)

ψ1,j = Ux
1,jψ2,j, ψNx+j,j = U

x

Nx,jψNx,j.

O campo magnético nas bordas fica

Ux
i,1 = U

y

i+1,1U
x
i,2U

y
i,1e
−iaxayHe , Ux

i,Ny+1
= U

y

i,NyU
x
i,NyU

y
i+1,Ny

eiaxayHe , (3.55)

Uy
1,j = Ux

1,jU
y
2,jU

x

i,j+1e
iaxayHe , Uy

Nx+1,j
= Ux

Nx,j+1U
y
Nx,j

U
x

Nx,je
−iaxayHe .

Para uma situação no qual b > 0, que representa a interação de um supercondutor

com um metal, teremos uma degradação da supercondutividade na amostra. Na condição,

onde b < 0, há um aumento da supercondutividade, pois quando b é negativo teremos

o contato entre dois supercondutores onde um deles possui Tc maior. Devido aos efeitos

de proximidade, os elétrons do metal migram para a amostra supercondutora quando a

interface é supercondutor/metal diminuindo a supercondutividade, enquanto que, para

uma representação supercondutor/supercondutor, são os pares de Cooper que migram de

um material para outro contribuindo com o aumento da supercondutividade [17]. Nessas
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condições o parâmetro de ordem tem a seguinte condição de contorno

ψ1,j = (1− ayb−1)Ux
1,jψ2,j, ψNx+1,j = (1− ayb−1)U

x

Nx,jψNx,j. (3.56)

Em uma situação em que b = 0, a condição de contorno passa a ser a condição de

Drichelet ψi,j|s= 0, que representa um material com muitas impurezas (material ferromag-

nético por exemplo). Quando b = 0 existe uma divergência nessa situação, a simulação

entende que existe uma película muito fina de um material ferromagnético ou um mate-

rial no estado normal em contato com a amostra. No limite quando b → 0− temos uma

interface com um material com Tc aumentando cada vez mais, entretanto, |ψ|2→ ∞, a

magnetização M → −∞ e a vorticidade L → 0. Portanto, quando b = 0, é necessário

considerar uma aproximação no limite quando b → 0+ o qual representa a situação real

para um sistema físico [97].

Em um sistema supercondutor com aplicação de uma corrente externa, existe na malha

de discretização os dois contatos metálicos em cada lado por onde a corrente é injetada no

sistema. O parâmetro de ordem nesses contatos fica ψi,j = 0, porém, devido às correntes

e ao potencial escalar a condição de contorno nos contatos fica

∂φ

∂x
= −J, ∂φ

∂y
= 0. (3.57)

Em qualquer outro local das bordas por onde não há entrada de corrente elétrica, ∂φ
∂x

=

∂φ
∂y

= 0.

3.2.4 Cálculo da magnetização e vorticidade

Uma das quantidades físicas mais analisadas neste tipo de simulação computacional são

a magnetização e a vorticidade também chamada de fluxóide. O cálculo da magnetização

vem da expressão já conhecida abaixo [16, 17].

Mz(t) =
〈Bz〉 −He

4π
≈ −

[
Σαarg(Uα,n)

aiaj

]
−He

4π
. (3.58)
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Para calcular a vorticidade usamos a integral da circulação do gradiente da fase do parâ-

metro de ordem, dada por

L =
1

Φ0

∮
∇φds ≈ 1

2π

∑
α∈Γ

arg(ψ∗αψα+1), (3.59)

onde Γ representa o domínio dentro do supercondutor no qual α percorre a borda exterior

desse domínio no sentido positivo.



4
Supercondutores mesoscópicos via teoria de

Ginzburg-Landau

Neste capítulo, investigamos o estado supercondutor de uma amostra quadrada com

um buraco no centro imerso em um campo magnético externo para diferentes condições

de contorno. Resolvemos a 2B-TDGL e encontramos novos e interessantes configurações

de vórtices onde será mostrado o efeito do comprimento de extrapolação de De Gennes

(parâmetro De Gennes) e do tamanho do buraco sobre a magnetização e a vorticidade.

4.1 Formalismo teórico

A amostra estudada é apresentado na Figura 4.1. Ela possui lados iguais a L = 12ξ, e

o defeito no centro que é aumentado para quatro valores diferentes, d = 1ξ, 2ξ, 3ξ, 4ξ, onde

d representa a largura do quadrado central, sobre o qual é aplicada um campo magnético

externo H. Em outro caso, agora sem o furo central, estudamos o efeito de interface

Figura 4.1: Representação do modelo estudado; uma amostra supercondutora quadrada
com tamanho lateral igual a L = 12ξ, com um defeito central de largura d, imerso em um
campo magnético perpendicular H.
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desta amostra em contato com outro supercondutor com Tc maior e outro material tipo

metálico, que será descrito com mais detalhes abaixo.

Para fazer a simulação utilizamos o funcional de Gibbs para um supercondutor de duas

bandas, como é dado pelas equações 4.1 e 4.2, onde o acoplamento entre elas é mediado

pelo termo Oi,j

2∑
i=1

∂ψi
∂t

=
2∑
i=1

−(i∇ + A)2ψi + ψi(1− |ψi|2) +
2∑
i=1

2∑
i 6=j

Oi,j, (4.1)

∂A

∂t
=

2∑
i=1

Re
[
ψ̄i(−i∇−A)ψi

]
− κ2

(
∇× (∇×A)

)
. (4.2)

Esse é o acoplamento Josephson, dado por ψ?iψj +ψiψ
?
j , onde o parâmetro de ordem tem

a forma ψi,j = |ψ|eiφi,j , sendo que φi,j é a fase do i-ésimo parâmetro. Assim o termo Oi,j,

fica igual a

Oi,j = 2γi,j|ψi||ψj|cos(φj − φi), (4.3)

com a seguinte condição de contorno, já apresentada em 2.36

n̂ · (i∇ + A)ψ = − i
b
ψ, (4.4)

porém aqui com uma modificação dada pela equação 4.5. Vamos considerar γi,j = −0.001

baseado em trabalhos dados por [98, 99, 100]1. Na equação 4.4, n̂ é o vetor unitário normal

à interface média, b é o comprimento de extrapolação de De Gennes que descreve essa

média. Deve-se enfatizar que o supercondutor é coberto com uma camada fina de outro

material. Vamos unificar a condição de contorno acima utilizando o seguinte parâmetro

Γ = 1− δ/b, (4.5)

onde δ é o tamanho da rede computacional. Convenientemente, essa relação permite

obter uma análise melhor dos resultados acerca da interface da seguinte maneira: se (i)

1Dependendo do valor de γ para supercondutores de mais de duas bandas, pode ocorrer a quebra
espontânea de simetria temporal reversa. Para um sistema de duas bandas isso não acontece porque o
acoplamento entre as fazes são iguais, isto é, φi = φj [62, 98, 101].
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0 < Γ < 1 temos uma interface supercondutor/metal (b > δ); se (ii) Γ > 1 corresponde a

um supercondutor com Tc maior (b < δ); (iii) Γ = 1, simula uma interface supercondu-

tor/vácuo (b→∞), and (iv) onde Γ = 0 e (b = 0, δ), a interface corresponde a um estado

normal ou condição de contorno de Dirichlet. ψi,j é o parâmetro de ordem em todo o

condensado, e A é o potencial vetor. As equações precisam estar na forma adimensional,

para isso faremos as seguintes considerações: |ψi| em unidades de ψ∞ =
√
−αi/βi, os

comprimentos em unidades do comprimento de coerência ξ, A em unidades de Hc2ξ, onde

Hc2 é o segundo campo crítico, o tempo em unidades do tempo de Ginzburg-Landau, e

tGL = πh̄/8kBTcη.

4.2 Resultados e discussão

Em todas as simulações o parâmetro de rede é dado por ∆x = ∆y = 0.1ξ, o tamanho

da amostra é igual a L = 12ξ, κ = 1.0, T = 0 e o tamanho do defeito é dado por d, dessa

forma, faremos uma análise da primeira banda ψ1.

4.2.1 Caso (a): Amostra homogênea, d = 0 e Γ = 1.0

A figura4.2 mostra a magnetização −4πM e o número de vórtices (vorticidade) N

como uma função do campo magnético H para as duas bandas ψ1, ψ2, mas sem defeitos,

d = 0, para uma interface supercondutor/vácuo Γ = 1.0. Um comportamento não-

convencional2 pode ser visto na magnetização e no número de vórtices, onde podemos ver

que os primeiros vórtices penetram na amostra em um campo Hc1 ' 0.75 com N = 8

para uma transição de vórtices N → N + 2 em altos campos magnéticos. Essa transição

pode ser vista nas Figuras 4.3 e 4.4 que apresentam a densidade de pares de Cooper |ψi|2.

Temos então N = 8 vórtices para um campo externo variando entre 0.75 ≤ H ≤ 0.98,

N = 10 vórtices entre, 1.04 ≤ H ≤ 1.24, e N = 12 para H = 1.38. Com isso, para baixos

campos magnéticos pode-se ver que a configuração dos vórtices no sistema é diferente de

um sistema de uma única banda se considerarmos um ponto de simetria no centro da

amostra. Um comportamento similar é visto em sistema de 3 bandas (veja [98]), porque,

em um sistema multibandas, as fases não necessariamente apresentam um mínimo para a

energia, [64, 65, 66, 67, 99].
2Entende-se como convencional o comportamento dos vórtices de Abrikosov que se agrupam em uma

rede triangular.
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Figura 4.2: (a) Magnetização e (b) vorticidade como função do campo magnético H, para
d = 0 e Γ = 1.0.

Em H > 1.24, veja a Figura 4.4, nota-se que o movimento ordenado em relação ao

pontos de simetria se perderam devido a competição entre os condensados para o controle

do estado supercondutor onde, para cada gap (ψ1, ψ2) existe uma energia de ativação

diferente (repulsão) de curto alcance e atração de longo alcance, o que gera diferentes

oscilações na rede cristalina (uma para cada gap), resultando em oscilações anarmônicas

que se sobrepõem à fase (fonos ópticos) apenas para alguns pontos. Isso leva a competição

entre os dois gaps e estabelece um movimento não coerente dos vórtices (e a média do

parâmetro de ordem) [98, 100].

Figura 4.3: (acima) Módulo quadrado do parâmetro de ordem (|ψi|2), e (abaixo) posição
central dos vórtices quando, d = 0 e Γ = 1.0. De (a-e) 0.76 ≤ H ≤ 0.98 com N = 8, em
(f) H = 1.04 com N = 10.

É importante notar que os resultados da Figura 4.2(a), onde o sistema que foi consi-

derado para a amostra no limite de filmes finos está de acordo com o estado de vórtices

em um sistema de 3 bandas apresentado em [98] e proposta em [99], onde o sistema de

duas bandas em filmes finos podem gerar um gap adicional devido aos fônons ópticos e o
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Figura 4.4: (acima) Módulo quadrado do parâmetro de ordem (|ψi|2), e (abaixo) posição
central dos vórtices quando, d = 0 e Γ = 1.0. De (a-e) 1.24 ≤ H ≤ 1.32 com N = 10, e
(f) H = 1.38 com N = 12.

efeito de proximidade é perdido para filmes finos em uma dimensão.

4.2.2 Caso (b): Efeito do tamanho do defeito d sobre o estado e

número de vórtices para Γ = 1.0

Vamos agora mostrar a influência do tamanho do defeito interno d, sobre a confi-

guração de vórtices e a magnetização. Como d representa a largura do furo no centro,

logo d2 é a área do buraco em ξ2, portanto, nos gráficos abaixo a simulação é feita em

relação ao aumento da área do defeito. A Figura 4.5(a-b), mostra a magnetização e a

vorticidade respectivamente, para d/ξ = 1, 2, 3, 4, o que implica em d2 = 1, 4, 9, 16(ξ2)

e Γ = 1.0. Podemos observar que Hc1 e o máximo da magnetização aumenta quando d

Figura 4.5: (a) Magnetização para diferentes valores do defeito central. Nota-se a diminui-
ção gradativa do campo Hc1 conforme d diminui, no entanto, Hc2 permanece constante.
Em (b) a vorticidade para d2 = 1, 4, 9, 16(ξ2), e Γ = 1.0, que apresenta o número de
vórtices e a variação de Hc1 com o aumento do defeito.
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aumenta, mas a transição para o estado normal/supercondutor, campo Hc2 se mantém

constante. Portanto os defeitos ancoram os vórtices na amostra e a amostra permanece

mais diamagnética quando d aumenta.

A Figura 4.6, apresenta a densidade de pares de Cooper e a posição do centro de

vórtices para diversos valores de H e para d = 1ξ. Podemos notar que para baixos

Figura 4.6: (acima) (|ψi|2), e (abaixo) posição central dos vórtices quando, d/ξ = 1 e
Γ = 1.0, para 0.88 ≤ H ≤ 1.24 (a-f).

campos, o estado de vórtices exibe simetria ao redor da posição central da amostra, e como

o sistema muda a partir do campo externo, os vórtices se reagrupam em grupos locais(um

novo efeito para sistemas multi-bandas, veja [99]) próximo aos cantos dos defeitos. Isto

ocorre por causa das oscilações da rede que exibem sobreposição construtiva perto dos

vértices desses defeitos e, com um aumento do campo externo, a simetria tende a se

perder, como pode ser visto nas Figuras 4.2 e 4.3, mas o efeito devido a inclusão do

"pinning"(ancoramento) na posição de simetria causa uma barreira de energia que tende

a ser simétrica nesses pontos.

Na Figura 4.7, fizemos o gráfico da |ψ|2 e da posição dos centros dos vórtices ψ = 0

para d = 2ξ e Γ = 1.0. Podemos observar que o tamanho do defeito causa influência na

configuração dos vórtices e do campo Hc1, como mostrada na Figura 4.5(a), adicionando

ao fato de que os estados de equilíbrio para os campos magnéticos externos são diferentes.

A Figura 4.8, mostra o estado de vórtices e a posição dos centros dos vórtices para d = 3ξ.

A diferença dos casos anteriores no estado de vórtices Hc1 e a posição dos vórtices pode

ser observada. Finalmente, na Figura 4.9, o estado de vórtice e a posição dos centros

dos vórtices para o maior defeito, d = 4ξ, pode ser vista e, como esperado, o número

de vórtices na região supercondutora é muito menor, dado que o tamanho do defeito é

comparável ao tamanho da amostra, isso deixa o espaço para a nucleação dos vórtices
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bastante reduzido.

Figura 4.7: (acima) (|ψi|2), e (abaixo) posição central dos vórtices quando, d/ξ = 2 e
Γ = 1.0, para 0.88 ≤ H ≤ 1.24 (a-f).

Figura 4.8: (acima) (|ψi|2), e (abaixo) posição central dos vórtices quando, d/ξ = 3 e
Γ = 1.0, para 0.96 ≤ H ≤ 1.42 (a-f).

Figura 4.9: (acima) (|ψi|2), e (abaixo) posição central dos vórtices quando, d/ξ = 4 e
Γ = 1.0, para 1.08 ≤ H ≤ 1.34 (a-f).

Na Figura 4.10 temos um fit que apresenta a dependência de Hc1 em função do buraco

central na forma d2 = 147.45Hc1 − 99.4.
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Figura 4.10: "fit"do buraco central d em função do campo crítico Hc1 , o qual encontramos
d2 = 147.45Hc1 − 99.4.

4.2.3 Caso (c): Efeito das condições de contorno sobre o estado

e o número de vórtices para d = 0

Vamos estudar agora a influência do efeito das condições gerais de contorno Γ sobre

o sistema supercondutor. Lembrando que 0 < Γ < 1, simula uma interface supercondu-

tor/metal e Γ > 1, a interface é supercondutor/supercondutor com Tc maior.

A Figura 4.11(a) mostra a magnetização para diferentes valores de Γ, onde se observa

que o campoHc1 aumenta substancialmente quando Γ também aumenta. A Figura 4.11(b)

mostra o número de vórtices quando Γ = 0.90, 0.98, N = 8 vórtices entram no material

para Hc1 = 0.88, e para valores de Γ = 1.02, 1.04, N = 4 vórtices entram na amostra para

Figura 4.11: (a) O comportamento da magnetização nesta situação é bem diferente da
anterior. Há uma campo Hc1 e Hc2 para casa valor de Γ, onde se observa também a
diminuição (quando Γ < 1), e aumento (quando Γ > 1), desses dois campos críticos. (b)
apresenta a vorticidade para d = 0 e Γ = 0.90, 0.98, 1.02, 1.04.
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um campo igual a Hc1 = 0.72, 0.76.

A Figura 4.12 mostra o estado de vórtices e a posição do centro dos vórtices para di-

ferentes valores de H. Nesse sistema, podemos ver que os dois gaps estão em competição

pelo controle do estado supercondutora para baixos valores do campo, e há um compor-

tamento diferente daqueles mostrados nas Figuras 4.2-4.9, e que, como o sistema é levado

a um estado normal, há estados em que o sistema parece estar em equilíbrio (observe os

cantos da amostra).

Figura 4.12: Estado de vórtices e posição para Γ = 0.90 e d = 0 para diferentes valores
do campo externo.

Os estados de vórtices e a posição dos centros dos vórtices são apresentados na Figura

4.13, e que pode ser visto para um valor particular do campo H < 1.10, o sistema é similar

ao mostrado na Figura 4.2, apenas para valores mais altos do campo o comprimento de

coerência entre as fases é perdida e a dinâmica de cada gap começa a misturar e interagir

fora de fase. Esse movimento pode ser entendido através da visualização de dois fluidos

não-miscíveis para sistemas fechados.

As Figuras 4.14 e 4.15, mostram as mesmas variações das figuras anteriores, e como

esperávamos existe mais de uma dependência perceptível sobre a dinâmica do estado de
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Figura 4.13: Estado de vórtices e posição para Γ = 0.99 e d = 0 para diferentes valores
do campo externo.

vórtices de Γ nos casos de altos campos. Para campos maiores do que H > 1.10, o sistema

inicia a disputa pelo estado supercondutor, isto é, provavelmente para energias maiores

do que este estado, as oscilações dos fônons mecânicos no sistema exibe uma ativação

anômala, i.e, as oscilações na rede vão ficando cada vez mais anarmônica devido as fato de

que os deslocamentos dos pontos aumentam e os pares de Cooper envolvidos nos vórtices

começam a interagir um com o outro, abrindo caminho para oscilações intermediárias da

rede, onde os vórtices fracionários podem coexistir [64, 67, 71, 74].
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Figura 4.14: Estado de vórtices e posição para Γ = 1.02 e d = 0, para diferentes valores
do campo externo.

Figura 4.15: Estado de vórtices e posição para Γ = 1.04 e d = 0, e diferentes valores o
campo externo.
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4.3 Conclusões

Por meio da solução das equações TDGL Bi-dimensionais para um sistema de duas

bandas (2B-TDGL), estudamos a densidade, magnetização, vorticidade e campos críticos

dos elétrons supercondutores como função do campo magnético externo para diferentes

valores do comprimento de extrapolação De Gennes sobre a superfície da amostra e para

deferentes tamanhos de um defeito interno d. Mostramos a influência do tamanho do

defeito d e as condições de contorno b ∝ Γ−1 sobre o estado supercondutor de um sistema

de duas bandas com acoplamento do tipo Josephson.

Observamos que as configurações dos vórtices são distintas em sistemas de 1 e 2 bandas,

além da permanência dos vórtices na zona central do material, podemos ver também que a

geometria da amostra não exerceu influência sobre a configuração dos vórtices. Os vórtices

são disputados pelas duas bandas e seu movimento é quase circular ao redor do buraco.

Entretanto, quando o buraco aumenta de tamanho temos uma área supercondutora menor

e apenas 4 vórtices entram na amostra. Um exemplo seria um material sem defeito

em contato com outro tipo de material simulado por Γ, o comportamento padrão dos

vórtices é completamente diferente daqueles de uma única banda por causa dos dois

gaps que tentam manter seu estado supercondutor o que leva a um comportamento não

convencional. Encontramos também que Hc1 exibe uma dependência linear com d2 como

d2 = 0.9Hc1−0.1, e que a configuração dos vórtices e a magnetização depende fortemente

de Γ e d.



5
Propriedades supercondutoras de uma amostra

retangular com defeitos e sob a ação de corrente e

campo externo

Neste capítulo, nós estudamos a dinâmica de vórtices, energia livre de Gibbs, o dia-

grama de fases e a curva corrente-voltagem de uma estrutura tipo loop feito de um material

supercondutor tipo-II na presença de um campo magnético externo H e uma corrente dc.

Este estudo foi desenvolvido através da solução das equações G-TDGL (equações gene-

ralizadas de GL dependente do tempo com corrente elétrica aplicada) e o método das

variáveis de ligação.

5.1 Formalismo teórico

A dinâmica de vórtices e as propriedades supercondutoras foram estudadas em um

filme fino supercondutor com defeitos nos cantos e um defeito central no qual foi aplicado

um campo externo H e uma corrente J . Dentro da aproximação de filmes finos (d� ξ),

podemos desprezar os efeitos do campo magnético produzido pela própria corrente de

transporte. Portanto, pode-se tratar esse problema como bi-dimensional. Em unidades

adimensionais, as equações c-TDGL podem ser escritas como [102, 103, 96, 104, 92, 93]:

u√
1 + Γ2|ψ|2

[
∂

∂t
+ iϕ+

Γ2

2

∂|ψ|2

∂t

]
ψ = (∇− iA)2ψ + (τ − |ψ|2)ψ , (5.1)

que é acoplada com a equação para o potencial escalar, ∆ϕ = div
{
Im[ψ̄(∇− iA)ψ]

}
.

As distâncias são dadas em termos de ξ, o tempo em unidades do tempo característico

GL, tGL = πh̄/8kBTcu, o potencial escalar, ϕ, é dado em unidades de, ϕ0 = h̄/2etGL, e
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Figura 5.1: A amostra é composta de um loop retangular com dimensões e+ 2f = 9.20ξ,
c + 2d = 22.71ξ, com um buraco interno com a = b = 3.2ξ. O tamanho dos eletrodos
é m = 1ξ, através da qual é injetada uma densidade de corrente dc uniforme J . O
campo magnético externo H é perpendicular ao plano da amostra. No primeiro caso (a)
temos um material com um buraco (defeito) no centro e nos cantos. No caso (b) existe
uma material supercondutor com temperatura crítica mais baixa no lugar dos defeitos,
simulado por τ = 0.

o potencial vetor, A, é dado por Hc2ξ, onde Hc2 é o segundo campo crítico. A partir da

teoria microscópica obtemos os parâmetros, u = 5.79 e Γ = tEψ0/h̄ (o qual é dependente

do material, tE é o tempo de espalhamento inelástico) [92, 93]. τ(x, y) é uma função da

temperatura crítica local. A seguinte condição de contorno de Neumann n ·∇ϕ = 0, é

tomada em todos os lados, exceto nos eletrodos, onde é usado n ·∇ϕ = −J . Aqui J é

a densidade de corrente aplicada em unidade de J0 = cσh̄/2etGL, e σ é a condutividade

elétrica no estado normal. Para o parâmetro de ordem, usamos as condições de contorno

de Neumann em todos os lados do filme, n · (i∇ + A)ψ = 0, com exceção dos eletrodos,

onde se utilizou a condição de contorno de Dirichlet ψ = 0.

O tamanho da rede computacional é Nx ×Ny, com ax = ay = 0.1ξ. As dimensões da

nossa amostra de nióbio foram escolhidas, de maneira que fiquem tão próximas quanto

possíveis do trabalho feito por Berdiyorov [105]. Dessa forma, as dimensões na Figura 5.1,

são: e + 2f = 9.20ξ, c + 2d = 22.71ξ, a = b = 3.2ξ. Na presente simulação, temos para
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o comprimento de coerência, ξ(0) = 10 nm, a profundidade de penetração de London

λ(0) = 200 nm, e o parâmetro GL κ = 2 [106], cujos valores são típicos para um filme

fino de Nb. Para realizar nossa simulação as equações GL precisam ser discretizadas

usando método das variáveis de ligação ou método Ψ − U . Desta forma, o parâmetro, o

potencia vetor e o campo magnético externo podem ser arranjados em uma rede discreta

cujos pontos podem ser ligado pelas variáveis Ux, e Uy. A característica importante deste

método é a invariância de gauge das TDGL, as quais já são bastante usadas na literatura.

A discretização dessas equações podem ser vistas neste trabalho bem como nas referências

[95, 107, 108].

5.2 Resultados e discussão

5.2.1 Caso (a). Propriedades supercondutoras de uma amostra

retangular com defeitos e sob a ação de campo magnético

externo.

Na Figura 5.2 apresentamos o diagrama de fases H − T para o caso (a). Essas curvas

apresentam um típico comportamento de uma supercondutor tipo-II. Pode-se observar

que abaixo do campo crítico Hc1, (o campo no qual o primeiro vórtice ocorre), a amostra

permanece no estado Meissner, enquanto que para Hc1 < H < Hc2 (acima do segundo

campo crítico Hc2 ou campo de transição do estado normal-supercondutor), existe estado

de vórtices e em H ∼ Hc2 a amostra está se aproximando do estado normal. Foi feita

uma simulação para várias temperaturas, e para cada temperatura o campo crítico Hc1

foi obtido, indicando o momento em que o material supercondutor é atravessado pelo

campo magnético externo, i.e., quando o primeiro vórtice penetra na amostra. A curva

delimita a região no espaço H − T , em que a amostra supercondutora apresenta o efeito

Meissner o estado normal e o estado de vórtices. Como a temperatura aumenta, o valor

do campo magnético necessário para entrar no material diminui devido à grande agitação

térmica crescente na rede, tornando mais difícil a existência do estado supercondutor e,

desta forma, facilitando a destruição dos pares de Cooper. A curva superior delimita

uma região onde a supercondutividade e o estado de vórtices co-existem. Essa região está

entre a linha Hc1 e a linha superior Hc2. Ainda sobre a Figura 5.2, a curva mostra que

o aumento na temperatura corresponde à diminuição do campo Hc1, o que indica que a
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Figura 5.2: O diagrama de fases H − T quando J = 0, para o caso (a).

elevação da temperatura facilita a penetração do campo magnético externo, produzindo os

vórtices e destruindo o estado supercondutor. Acima da curva Hc2 o material se encontra

no estado completamente normal.

A Figura 5.3 mostra em a magnetização (a), e a energia livre de Gibbs (b) como uma

função do campo magnético aplicado para T = 0.5; 0.6; 0.7, 0.8, 0.9. A magnetização cai

abruptamente no campo crítico Hc1, onde a transição de fase do estado supercondutor

para o estado normal acontece com a penetração de um ou mais vórtices ao mesmo

tempo. Como esperado o campo crítico Hc1 diminui com o aumento da temperatura e os

vórtices penetram no material para campos cada vez mais baixos, o que pode ser visto por

meio das descontinuidades mais próximas de Tc. A Figura 5.4 (a,b) apresenta a curva da

magnetização e da histerese para T = 0.4 e T = 0.60, no qual se observa o comportamento

diamagnético do supercondutor quando o campo aumenta porém, a amostra apresenta um

comportamento paramagnético com a diminuição do campo. Quando se aplica um campo

externo, a corrente supercondutora impede a sua entrada que só consegue penetrar depois

de um certo valor Hc1 sob a forma dos vórtices. Entretanto, quando o campo começa a

diminuir, a corrente de blindagem que antes não deixava o campo entrar agora não deixa

os vórtices saírem resultando no comportamento paramagnético da histerese. O resultado

dessa histerese está de acordo com a ref. [109]. Na figura 5.4(c) a energia livre de Gibbs

como uma função do campo magnético aplicado H para T = 0.90; 0.92; 0.94; 0.95, mostra

que as descontinuidades da energia livre continuam para valores ainda mais próximos de
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Figura 5.3: (a) temos a magnetização −4πM e (b) energia livre de Gibbs G como uma
função do campo magnético externo aplicado para T = 0.5; 0.6; 0.7, 0.8, 0.9 para o caso
(a).

Tc.

Na Figura 5.5, apresentamos o comportamento oscilatório da susceptibilidade mag-

nética para diferente valores de temperatura. Podemos observar que H1 ≈ 0.22 para

T = 0.6 e Hc1 ≈ 0.12 para T = 0.9, com o aumento da temperatura H1 diminui, e como

era esperado , a susceptibilidade magnética, definida como, χm = ∂M/∂H = 0, também

diminui em H � Hc2. Nossos resultados estão de acordo com os encontrado por J. Barba

e C. Aguirre em [110], que mostra a susceptibilidade magnética em uma amostra com

defeitos sob a ação de um campo externo.

Nas Figuras 5.6 e 5.7, foi feito o gráfico do módulo quadrado do parâmetro de ordem

|Ψ|2 para T = 0.5 e T = 0.6, para vários campos magnéticos. Nessas figuras podemos

observar que para H = 0.410, quatro vórtices N = 4 entram na amostra. Com o aumento

do campo externo os vórtices se agrupam ao redor do furo central onde podemos observar

que eles acabam entrando no buraco em H = 0.396 para T = 0.6, (veja a Figura 5.7d).

Observa-se que a nucleação dos vórtices é dada pela maior área supercondutora. Em

ambas as figuras, os vórtices se agrupam ao redor do furo central formando um estado
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Figura 5.4: (a) e (b) Magnetização e a curva da histerese para T=0.40 e T=0.60. (c)
Energia livre de Gibbs G como uma função do campo magnético externo H para T =
0.90; 0.92; 0.94; 0.95, mostrando que as descontinuidades continuam a ocorrer mesmo em
temperaturas perto de Tc.

Figura 5.5: Susceptibilidade magnética χm como uma H função para a) T = 0.6, b)
T = 0.7, c) T = 0.8 e d) T = 0.9.
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multi-vórtice, diversas configurações ocorrem ao redor do furo. Eles se agrupam em

um arranjo triangular na tentativa de minimizar a energia até atingir uma configuração

estável. Então, o número de vórtices aumentam com a aplicação do campo magnético

externo até a destruição do estado supercondutor.

Figura 5.6: Módulo quadrado do parâmetro de ordem |Ψ|2 para T = 0.5 com a indicação
dos campos magnéticos.

Figura 5.7: Módulo quadrado do parâmetro de ordem |Ψ|2 para T = 0.6 com a indicação
dos campos magnéticos.
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5.2.2 Caso (b). Propriedades supercondutoras de uma amostra

retangular com defeitos e sob a ação de corrente elétrica

externa.

Para a análise da resposta supercondutora da amostra em função de uma densidade de

corrente dc, calculamos as curvas características da corrente-voltagem (I − V ), corrente-

resistência (I − R), a média da velocidades dos pares vórtices-antivórtices (V − Av) e

a densidade eletrônica supercondutora para várias temperaturas para o caso (b) (veja a

Figura 5.1 (b)).

Na Figura 5.8(a) temos o tempo médio da voltagem V como uma função da densidade

de corrente aplicada J para T = 0.0, 0.25, 0.50, 0.75, e em (b) fizemos o logaritmo do

parâmetro de ordem, ln|ψ| (a curva amarelo/vermelho corresponde ao parâmetro de ordem

maior/zero |ψ|) e a supercorrente Js em T = 0. Como podemos ver nessa Figura Jc1 =

0.44, 0.97, 1.65, 2.40 para T = 0.75, 0.50, 0.25, 0.0, respectivamente (Jc1 é a corrente no

qual o primeiro par vórtice-antivórtice penetra na amostra).

Figura 5.8: (a) Curva da voltagem V como uma função da densidade de corrente aplicada
J para várias temperaturas. (b) Logaritmo do parâmetro de ordem, ln | ψ | (ama-
relo/vermelho correspondendo ao maior/zero respectivamente | ψ |) com a supercorrente
Js em T = 0.

Note que uma nova Jc aparece quando T decresce, o que faz aparecer novos valores de

Jc, como Jc2 = 2.74 e Jc3 = 3.17 em T = 0; Jc2 = 1.91 em T = 0.25. Podemos mostrar

também que o máximo local na resistividade aumenta com o aumento de T devido aos

vórtices cinemáticos ou pares V − Av no material. Esse aumento na resistividade ocorre

devido à presença de uma corrente externa J no condensado tornando-o instável e fazendo
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com que ψ → 0. Note também que Jc1 diminui quando a temperatura aumenta como era

esperado. Ainda assim, observa-se que em T > 0.50 temos uma lenta transição para o

estado normal. A amostra estudada apresenta apenas um tipo de dinâmica V −Av, onde

todos os pares são formados no centro perpendicular à direção da corrente J e aniquilam-

se na borda da amostra. Quando atinge-se a Jc1, o par V − Av surge no centro da

amostra (I), eles se afastam em direção às bordas, perpendicularmente à corrente aplicada,

distanciando-se cada vez mais (II-III), até saírem da amostra pelas bordas superior e

inferior (IV), (veja a Figura 5.8(b, I-IV). Este comportamento é fisicamente coerente,

uma vez que a supressão da supercondutividade sobre o defeito central desencadeia a

nucleação do estado normal.

É importante notar que, a presença de regiões abaixo de Tc (τ = 0) não afeta o perfil

da supercorrente na nossa amostra. A supercorrente circunda toda a borda do material,

cumprindo a condição de contorno de Newnann sobre a superfície externa Js · n = 0

e continua sobre a borda entre os dois materiais. A resistência para J < Jc1 é devido

somente aos eletrodos, o sistema entra em um estado resistivo com um salto finito na

tensão de saída, assinalada pela descontinuidade na resistência ∂V/∂J , como uma função

da corrente aplicada J . Esses resultados aparecem na Figura 5.9 para T = 0.0; 0.25.

Esse estado resistivo é caracterizado pelo movimento em alta velocidade dos vórtices

cinemáticos como reportado nos trabalhos [111, 112].

Figura 5.9: (a) Resistividade ∂V/∂J em função da corrente aplicada J para T = 0 e
T = 0, 25. Velocidade média dos pares de vórtices-anti-vórtices V −Av, para (b)T = 0.25
e (c) T = 0.
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No inset da Figura 5.9, observamos que a média da velocidade do processo de aniqui-

lação dos vórtices-antivórtices V − Av, para T = 0 e T = 0.25, onde vemos que com o

aumento de T , a velocidade também aumenta. Como dissemos anteriormente, na nossa

amostra todos os pares são formados no centro e aniquilados nas bordas. Na Figura 5.10,

apresentamos o logaritmo de |ψ| quando se aplica um campo externo junto à corrente.

Apresenta-se na Figura 5.10(a) um gráfico com dois valores de campo externo H = 0 e

H = 0.4, na presença de diferentes correntes externas. Através da aplicação do campo

externo, notamos que a barreira energética da superfície diminui causando um decaimento

drástico no valor de Jc1, e causando um aumento nas inomogeneidades das linhas de cor-

rente que podem ser observadas nas Figuras 5.10(b-c). Encontramos também dois vórtices

de Abrikosov N = 1 em J = 0.62, cuja nucleação também ocorre no centro, veja a Figura

5.10(b-I) e um segundo VAb, N = 2 quando J = 0.92, para T = 0.25 e H = 0.4, mostrado

na Figura 5.10(b-II).

Figura 5.10: (a) Voltagem V em função da densidade de corrente aplicada J para H = 0,
0.4 e T = 0.25. (b) Logaritmo do parâmetro de ordem, ln | ψ | (amarelo/vermelho
correspondendo ao maior/zero respectivamente | ψ |) com a super-corrente Js para J =
0.62, 0.92 para H = 0.4.

5.2.3 Conclusões

Nesta seção, obtivemos os campos críticos, susceptibilidade magnética, magnetização,

energia livre de Gibbs e a curva I − V para diferentes valores de temperatura. O dia-

grama de fase H − T , próximo de Tc mostra uma oscilação periódica com uma amplitude

diminuindo rapidamente quando T → Tc. Analisamos também, a resistividade sob uma
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corrente de transporte dc aplicada, onde verificamos que a corrente crítica Jc1, que marca o

início do estado resistivo e os saltos no gráfico da curva I−V , correspondentes a diferentes

correntes crítica, mostram uma forte dependência com a temperatura. Encontramos que

os pares V −Av se formam no centro e aniquilam nas bordas da amostra, e essa dinâmica

independe da temperatura. Finalmente, quando um campo magnético externo é aplicado

no material, o campo crítico Jc1 diminui devido à diminuição da barreira energética da

superfície, possibilitando assim a formação de estados de vórtice de Abrikosov.



6
Conclusões e Perspectivas

Nesta Tese, obtivemos, via simulação computacional, resultados tais como a magneti-

zação, energia livre, susceptibilidade magnética, parâmetro de ordem e vorticidade para

um material supercondutor mesoscópico no âmbito de uma e duas bandas, com e sem de-

feitos no limite de filmes finos. Também investigamos o comportamento de uma amostra

supercondutora quando em contato com um material ferromagnético ou supercondutor

com Tc maior. Para entender esses efeitos de interface sobre a magnetização e a confi-

guração dos vórtices, utilizamos valores do comprimento de extrapolação de De Gennes.

Utilizamos a teoria de Ginzburg-Landau para supercondutores mesoscópicos, o método

das variáveis de ligação (ψ−U), e por meio da discretização, resolvemos as equações GL

numericamente para todas as simulações computacionais. Nossos resultados permitiram

observar e compreender melhor o comportamento da matéria de vórtices em materiais

supercondutores.

No Capítulo IV, estudamos uma amostra via teoria de Ginzburg-Landau de duas

bandas (2B-TDGL), pelas quais foram obtidas propriedades físicas como magnetização,

vorticidade e o parâmetro de ordem. Primeiramente, caso (a) realizamos nossas simulações

para uma amostra homogênea (sem defeitos) no vácuo (interface supercondutor/vácuo),

de onde obtivemos a magnetização, a vorticidade e o parâmetro de ordem que serviu

para comparar com os outros dois casos: (b) amostra com defeito central, de tamanhos

variados e, (c) amostra em contato com outro tipo de material.

No caso (b), a amostra com defeitos, o aumento do furo central provocou a diminuição

do campo Hc1 mas não do Hc2, o que sugere um ancoramento dos vórtices pelo defeito.

Em um sistema de mais de uma banda, como foi realizado neste trabalho, é necessário

um acoplamento do tipo Josephson para ligar uma banda na outra, isso leva à competição
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entre elas pelo estado supercondutor e a uma configuração não convencional dos vórtices

na amostra.

O estudo dos efeitos de interface, caso (c), mostrou o que ocorre quando nossa amos-

tra supercondutora se encontra em contato com outro material. Numa situação onde a

vizinhança é de origem ferromagnética/supercondutora, ocorreu a diminuição/aumento

dos campos Hc1 e Hc2, comparado às magnetizações obtidas anteriormente para uma in-

terface supercondutor/vácuo. As consequências dos efeitos de interface também podem

ser vistos no parâmetro de ordem; para um material supercondutor em contato com um

material ferromagnético, os elétrons saltam do metal para o supercondutor, aumentado a

quantidade de elétrons e causando uma acentuada degradação do estado supercondutor.

No entanto, para uma vizinhança supercondutora com Tc maior, são os pares de Cooper

que passam a amostra, aumentando a densidade dos pares e mantendo por mais tempo

a supercondutividade. Esses efeitos causado pela contaminação de um supercondutor

por outros materiais é importante para entendermos quais deles, possivelmente, poderão

colaborar para manter um estado supercondutor em temperaturas além de Tc.

No Capítulo V, utilizamos uma amostra com defeitos nas bordas e no centro, agora

para um sistema de uma banda pela teoria GL. No caso (a), aplicamos um campo mag-

nético externo onde podemos ver o decaimento dos campos Hc1, devido ao aumento da

temperatura, nos gráficos da energia livre, magnetização, e na susceptibilidade magné-

tica. Como a supercondutividade é um fenômeno de baixas temperaturas, o aumento

da temperatura causa a degradação dos pares de Cooper, e a consequente diminuição

dos campos Hc1 e Hc2, como pode ser visto no diagrama H − T . Por meio da plotagem

do parâmetro de ordem, constamos que os vórtices entram na amostra pelas laterais e

agrupam-se ao redor do furo central na tentativa formar uma rede triangular semelhante

à rede de Abrikosov.

Ainda no Capitulo V, agora caso (b), aplicamos uma corrente externa onde analisamos

a destruição do estado supercondutor, e o surgimento da primeira corrente crítica Jc1, a

qual mostra o início do estado resistivo do sistema, também conhecido como phase slip.

Após Jc1, ocorre a nucleação do par vórtice-antivórtice cinemático no meio da amostra e

sua saída pelas bordas superior e inferior do material, perpendicularmente à corrente de

transporte. Aplicou-se um campo externo juntamente com a corrente para uma tempe-

ratura igual T = 0.25K, o que ocasionou numa drástica diminuição do valor de Jc1, isso

porque esses três fatores (temperatura, campo magnético e corrente) são os responsáveis
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pela destruição do pareamento eletrônico e a supressão do estado supercondutor. A apli-

cação do campo externo na amostra com corrente possibilitou a nucleação de dois vórtices

de Abrikosov, que são distintos dos vórtices cinemáticos. Os resultados apresentados nesta

seção estão de acordo com os resultados encontrados em [25, 36, 42, 47, 113, 114, 115].

Ainda há muito a ser feito, por exemplo, visto que a geometria do material interfere

na forma e comportamento dos vórtices, pode-se investigar geometrias diferentes tais

como, discos ou retângulos com ou sem defeitos, em contato com outros tipos de material.

Um sistema de duas ou mais bandas com aplicação de corrente de transporte pode ser

estudado para saber se ocorrem nucleação de vórtices cinemáticos, Abrikosov ou algum

outro tipo de vórtice ainda não conhecido. A utilização de outros tipos de acoplamentos

entre bandas seria uma forma muito interessante de comparação com os resultados aqui

obtidos.



A
Equações TDGL adimensionais

Lembrando das seguintes considerações feitas no capítulo 2: Ψ = ψ0ψ̃,A = Hc2(0)ξ(0)Ã,

T = TcT̃ , ∇ = 1
ξ(0)
∇̃, t = t0t̃, onde t0 =

ξ20
D
.

A.1 Adimensionalização da 1º equação

Vamos multiplicar ambos os lados da equação (2.100) por ψ0,

ψ0
h̄2

2m∗D

(
∂Ψ

∂t
+
ie∗φ

h̄
Ψ

)
= ψ0

[
αΨ + β(Ψ∗Ψ)Ψ +

1

2m∗

(
−ih̄∇− e∗

c
A

)2

Ψ

]
, (A.1)

e fazer os cálculos separadamente. Começando pelo termo do lado esquerdo da equação

A.1, teremos,

ψ0
h̄2

2m∗D

(
∂Ψ

∂t
+
ie∗φ

h̄
Ψ

)
= (A.2)

ψ0
h̄2

2m∗D

[
∂(ψ0ψ̃)

∂(t0t̃)

]
= ψ2

0

h̄2

2m∗Dt0

(
α0Tc
α0Tc

)[
∂ψ̃

∂t̃

]
=

(
h̄2

2m∗α0Tc

)
ψ2

0α0Tc
D

∂ψ̃

∂t̃
.

Lembrando que ξ2(T ) = h̄2

2m∗|α(T )| . e que α(T ) = α0(T − Tc) −→ α(0) = α0Tc, vem que,

ψ0
h̄2

2m∗D

∂Ψ

∂t
= ψ0

h̄2

2m∗D

∂(ψ0ψ̃)

∂(t0t̃)
=

h̄2

2m∗D
ψ2

0

(
D

ξ2(0)

)
∂ψ̃

∂t̃
=

h̄2

2m∗

 ψ2
0(

h̄2

2m∗|α(T )|

)
 ∂ψ̃
∂t̃

= ψ2
0α0Tc

∂ψ̃

∂t̃
. (A.3)
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Continuando com o primeiro termo,

ψ0
h̄2

2m∗D

(
ie∗φ

h̄

)
Ψ = ψ0

h̄ie∗

2m∗D

(
Hc2(0)D

c
φ̃

)
(ψ0ψ̃). (A.4)

Precisaremos do fluxóide Φ0 = hc
2e
, da definição do segundo campo crítico Hc2 = 2π

ξ2(0)
,

e de ξ2(0) = α0Tc. Resolvendo separadamente, teremos,

Hc2(0) =
Φ0

2πξ2(0)
=

 hc
2e

2π
(

h̄2

2m∗α0Tc

)
 =

2m∗c

e∗h̄
α0Tc. (A.5)

Substituindo A.5 em A.4, chegamos em,

h̄e∗

2m∗c

(
2m∗c

e∗h̄

)(
α0Tcψ

2
0

)
iφ̃ψ̃ = α0Tcψ

2
0(iφ̃ψ̃). (A.6)

Substituindo agora A.3 e A.6 em A.2, tem-se,

ψ0
h̄2

2m∗D

(
∂Ψ

∂t
+
ie∗φ

h̄
Ψ

)
= ψ2

0α0Tc

(
∂ψ̃

∂t̃
+ iφ̃ψ̃

)
(A.7)

Agora o termo do condensado,

− ψ0

(
αΨ + β|Ψ|2Ψ

)
= −ψ0αψ0ψ̃ +−ψ0β|ψ0|2|ψ̃|2(ψ0ψ̃) =

− ψ2
0αψ̃ + βψ2

0ψ̃|ψ0|2|ψ̃|2= ψ2
0

(
− αψ̃ − β

(−α
β

)
ψ̃|ψ̃|2

)
,

onde usamos ψ2
0 = −α

β
, logo,

ψ2
0

(
− αψ̃ + αψ̃|ψ̃|2

)
= ψ2

0

[
− αψ̃

(
1− |ψ̃|2

)]
.

Usando também, α = α0(T − tc) e T = TcT̃ , temos,

ψ2
0

[
−α0

(
T−Tc

)
ψ̃
(

1−|ψ̃|2
)]

= ψ2
0α0

[(
Tc−T

)
ψ̃
(

1−|ψ̃|2
)]

= ψ2
0α0

[(
Tc−TcT̃

)
ψ̃
(

1−|ψ̃|2
)]

=

ψ2
0α0Tc

[(
1− T̃

)
ψ̃
(

1− |ψ̃|2
)]
. (A.8)
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Terminado com o termo cinético.

ψ0

[
1

2m∗

(
−ih̄∇− e∗

c
A

)2

Ψ

]
= ψ2

0

[
h̄

2m∗

(
−i∇− e∗

h̄c
A

)2

ψ̃

]
=

ψ2
0

[
h̄

2m∗ξ2(0)

(
−i∇̃ − e∗

h̄c
ξ(0)A

)2

ψ̃

]
= ψ2

0

[
1

2m∗ξ2(0)

(
−i∇̃ − e∗

h̄c
A

)2

ψ̃

]
. (A.9)

Cálculos auxiliares: Precisaremos do fluxóide Φ0 = hc
2e
, e da definição do segundo campo

crítico Hc2 = 2π
ξ2(0)

.

ξ(T ) =

√
h̄2

2m∗|α|
=⇒ ξ2(T ) =

h̄2

2m∗|α0(T − Tc)|
=⇒ ξ2(0) =

h̄2

2m∗α0Tc
. (A.10)

e∗

h̄c
ξ(0)A =

2e
hc
2π

ξ(0)A =
2π
hc
2e

ξ(0)A =
2π

Φ0

ξ(0)A.

(
ξ(0)

ξ(0)

)
=

2π

Φ0

ξ2(0)
A

ξ(0)
=

1(
Φ0

2πξ2(0)

) ξ(0)

A
=

1

Hc2(0)ξ(0)
A = Ã. (A.11)

Substituindo A.10 e A.11 em A.9, chegamos em,

ψ2
0h̄

2

2m∗
1(
h̄2

2m∗α0Tc

) (−i∇̃ − Ã
)2

ψ̃ = ψ2
0α0Tc

(
−i∇̃ − Ã

)2

ψ̃. (A.12)

Juntando, A.7, A.8 e A.12 em A.1, tem-se,

h̄2

2m∗D
ψ2

0α0Tc

(
∂ψ̃

∂t̃
+ iφ̃ψ̃

)
= ψ2

0α0Tc

[(
1− T̃

)
ψ̃
(

1− |ψ̃|2
)]

+ ψ2
0α0Tc

(
−i∇̃ − Ã

)2

ψ̃,

h̄2

2m∗D

(
∂ψ̃

∂t̃
+ iφ̃ψ̃

)
=

[(
1− T̃

)
ψ̃
(

1− |ψ̃|2
)]

+
(
−i∇̃ − Ã

)2

ψ̃,

finalmente, omitindo-se os til’s, chegamos em,

(
∂ψ

∂t
+ iφψ

)
=

1

η

[
(−i∇−A)2 ψ + (1− T )(1− |ψ|2)ψ

]
, (A.13)

onde η = 2m∗D
h̄2

.
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A.2 Adimensionalização da 2º equação

Vamos reescrever a equação (2.101) da seguinte forma,

4πσn
c

(
1

c

∂A

∂t
−∇φ

)
=

4πσn
c

{
e∗

m∗
Re
[
Ψ∗
(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
Ψ

]
−∇×∇×A

}
,(A.14)

e resolver os termos separadamente. Para o primeiro termos do lado esquerdo, teremos,

4πσn
c

(
1

c

∂A

∂t
−∇φ

)
=

4πσn
c2

∂
(
Hc2(0)ξ(0)Ã

)
∂
(
t0t̃
) − 1

ξ(0)
∇̃
(
Hc2D

c

)
φ̃

 =

=
4πσn
c2

[(
Hc2ξ(0)

t0

)
∂Ã

∂t̃
−
(
Hc2D

ξ(0)c

)
∇̃φ̃

]
=

4πσn
c2

[(
Hc2ξ(0)

ξ2(0)/D

)
∂Ã

∂t̃
−
(
Hc2D

ξ(0)c

)
∇̃φ̃

]
=

=
4πσnD

c2

(
Hc2

ξ(0)

)[
∂Ã

∂t̃
− ∇̃φ̃

]
. (A.15)

Agora, para o primeiro termo da direita, tem-se,

4πσn
c

{
e∗

m∗
Re
[
Ψ∗
(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
Ψ

]}
=

4πσn
c

{
e∗

m∗
Re
[
ψ∗0ψ̃

∗
(
−ih̄∇− e∗

c
A

)
ψ0ψ̃

]}
=

4πσne
∗

m∗c
ψ2

0Re
[
ψ̃∗
(
−ih̄ 1

ξ(0)
∇̃ − e∗

c
Hc2ξ(0)Ã

)
ψ̃

]
=

4πσne
∗

m∗c
ψ2

0

h̄

ξ(0)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − e∗

h̄c
Hc2ξ

2(0)Ã

)
ψ̃

]
=

4πσne
∗

m∗c
ψ2

0

h̄

ξ(0)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]
.

Vamos multiplicar e dividir por e∗/c, e utilizar as definições de Φ0, Hc2 e λ2(T ) = m∗c2

4πψ2
0e

∗ ,

nos passos abaixo. Assim, teremos,

h̄c

e∗
1

λ2(T )ξ(0)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]

=
hc

2π2e

1

λ2(0)ξ(0)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]
.
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Multiplicando por ξ(0)
ξ(0)

, utilizando λ(T ) =
√

λ(0)
1−T/Tc , e T = T0T̃ , segue que,

(
Φ0

2πξ2(0)

)
ξ(0)(
λ(0)2

1−T/Tc

)Re [ψ̃∗ (−i∇̃ − Ã
)
ψ̃
]

=

Hc2
ξ(0)

λ2(0)

(
1− T̃

)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]
. (A.16)

Agora, o último termo,

∇×∇×A =
1

ξ2
Hc2(0)ξ(0)

(
∇̃ × ∇̃ × Ã

)
. (A.17)

Substituindo as equações A.15, A.16 e A.17 em A.14 chegamos em,

4πσnD

c2

(
Hc2

ξ(0)

)[
∂Ã

∂t̃
− ∇̃φ̃

]
= Hc2

ξ(0)

λ2
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]

− 1

ξ2
Hc2(0)ξ(0)

(
∇̃ × ∇̃ × Ã

)
.

Eliminando o Hc2 e multiplicando ambos os lados por λ2(0)/ξ(0), teremos,

4πσnD

c2

(
λ2(0)

ξ2(0)

)[
∂Ã

∂t̃
− ∇̃φ̃

]
=
ξ(0)

λ2

(
λ2

ξ(0)

)
Re
[
ψ̃∗
(
−i∇̃ − Ã

)
ψ̃
]

− 1

ξ2
ξ(0)

(
λ2(0)

ξ(0)

)(
∇̃ × ∇̃ × Ã

)
,

finalmente, deixando os til’s de lado, chegamos em,

Γ

(
∂A

∂t
−∇φ

)
=
(

1− T
)
Re
[
ψ∗
(
− i∇−A

)
ψ
]
− κ2

(
∇×∇×A

)
. (A.18)

onde Γ = 4πσnDκ
2/c2.



B
Obtenção da forma explícita para ∂ψ/∂t da G-TDGL

utilizando o método de Cramer

Considerando que as ψ e ψ∗, são independentes, nas equações 2.117 e 2.119 abaixo,

∂ψ

∂t
+
γ2

2
ψ
∂|ψ|2

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆

u
− iφψ, (B.1)

∂ψ∗

∂t
+
γ2

2
ψ∗
∂|ψ|2

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆∗

u
− iφψ∗, (B.2)

e lembrando que |ψ|2= ψψ∗, e que,

∂

∂t

[
ψψ∗

]
=
[∂ψ
∂t

]
ψ∗ + ψ

[∂ψ∗
∂t

]
, (B.3)

podemos reescreve-las o lado esquerdo da equação B.1 da seguinte forma,

∂ψ

∂t
+
γ2

2

[
ψψ∗

∂ψ

∂t
+ ψψ

∂ψ∗

∂t

]
=
∂ψ

∂t

[
1 +

γ2

2
|ψ|2

]
+
γ2

2
ψ2∂ψ

∗

∂t
. (B.4)

De forma análoga a equação B.2 também é obtida logo, as equações B.1 e B.2, ficam,

∂ψ

∂t

[
1 +

γ2

2
|ψ|2

]
+
γ2

2
ψ2∂ψ

∗

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆

u
− iφψ, (B.5)

∂ψ∗

∂t

[
1 +

γ2

2
|ψ|2

]
+
γ2

2
ψ∗2

∂ψ

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆∗

u
− iφψ∗. (B.6)
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Utilizando o método de Cramer, podemos escrever o seguinte sistema de equações como,1 + γ2

2
|ψ|2 γ2

2
ψ2

γ2

2
ψ∗2 1 + γ2

2
|ψ|2

 ∂ψ
∂t

∂ψ∗

∂t

 =

 √
1 + γ2|ψ|2 ∆

u
− iφψ√

1 + γ2|ψ|2 ∆∗

u
− iφψ∗

 . (B.7)

Resolvendo o determinante do sistema, obtemos,1 + γ2

2
|ψ|2 γ2

2
ψ2

γ2

2
ψ∗2 1 + γ2

2
|ψ|2

 =

[
1 +

γ2

2
|ψ|2

]2

− γ4

4
|ψ|4= 1 + γ2|ψ|2. (B.8)

Portanto a solução ∂ψ/∂t será,

∂ψ

∂t
=

 √1 + γ2|ψ|2 ∆
u
− iφψ γ2

2
|ψ|2√

1 + γ2|ψ|2 ∆∗

u
− iφψ∗ 1 + γ2

2
|ψ|2

 /1 + γ2|ψ|2, (B.9)

onde finalmente,

∂ψ

∂t
=
√

1 + γ2|ψ|2 ∆

u
−
γ2ψRe

(
ψ∗∆

u

)
√

1 + γ2|ψ|2
− iφψ. (B.10)



C
Método das diferenças finitas

A expansão de uma função v, em séries de Taylor à direita e esquerda de um ponto

x0, respectivamente, é dada por

v(x0 + ∆x) = v(x0) +
d

dx
v(x0)∆x+

1

2!

d2

dx2
v(x0)∆x2 + ... (C.1)

e

v(x0 −∆x) = v(x0)− d

dx
v(x0)∆x− 1

2!

d2

dx2
v(x0)∆x2 + ... (C.2)

Isolando a primeira derivada nas duas equações acima, teremos

d

dx
v(x0) ≈ v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆x
, (C.3)

d

dx
v(x0) ≈ v(x0)− v(x0 −∆x)

∆x
. (C.4)

Somando as equações C e C chegamos em

2
d

dx
v(x0) =

v(x0 + ∆x)− v(x0 −∆x)

∆x
,

ou então

d

dx
v(x0) =

v(x0 + ∆x)− v(x0 −∆x)

2∆x
. (C.5)
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Para a segunda derivada teremos

d2

dx2
v(x0) =

1

∆x

{[
(v(x0 + ∆x)− v(x0)

∆x

]
−
[
v(x0)− v(x0 −∆x)

∆x

]}
,

a qual se torna

d2

dx2
v(x0) =

v(x0 + ∆x)− 2v(x0) + v(x0 −∆x)

∆x2
. (C.6)

As expressões C.5 e C.6, correspondem à representações discretas das derivadas de pri-

meira e segunda ordem utilizadas na discretização das TDGL.
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