UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
INSTITUTO DE FISICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

ALGUMAS SOLUCOES EM TEORIAS DE GRAVITACAO
MODIFICADA

William Douglas Rodrigues de Jesus

2021
Cuiaba/MT



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
INSTITUTO DE FISICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

ALGUMAS SOLUCOES EM TEORIAS DE GRAVITACAO
MODIFICADA

William Douglas Rodrigues de Jesus

Tese apresentada ao Curso de Poés-graduagao
em Fisica da Universidade Federal de Mato
Grosso como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do titulo de Doutor em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Alesandro Ferreira dos Santos

2021
Cuiaba - MT



Dados Internacionais de Catalogacio na Fonte.

R696a Jesus, William Douglas Rodrigues de.
Algumas Solugdes em Teorias de Gravitagdo Modificada / William
Douglas Rodrigues de Jesus. -- 2021
xi, 68 f. : il. color. ; 30 cm.

Orientador: Alesandro Ferreira dos Santos.

Tese (doutorado) - Universidade Federal de Mato Grosso, Instituto de
Fisica, Programa de P6s-Graduagdo em Fisica, Cuiaba, 2021.

Inclui bibliografia.

1. Gravitagao modificada. 2. Geometria de Lyra. 3. Universo de Gddel.
4. Energia Escura de Ricci. 5. Violagao das simetrias de Lorentz. 1. Titulo.

Ficha catalografica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Permitida a reproducio parcial ou total, desde que citada a fonte.



MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
PRO-REITORIA DE ENSINO DE POS-GRADUACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

FOLHA DE APROVACAO

TiTULO: "Algumas solucdes em teorias de gravitacdo modificada"
AUTOR : Doutorando William Douglas Rodrigues de Jesus
Tese defendida e aprovada em 12/02/2021.

COMPOSICAO DA BANCA EXAMINADORA

1. Doutor Alesandro Ferreira dos Santos (Presidente Banca / Orientador)
Doutor Mauricio Godoy (Examinador Interno)
Doutora Erica de Mello Silva (Examinador Interno)

Doutor Ronni Geraldo Gomes de Amorim (Examinador Externo)

a ~ 0N

Doutor José Silva da Cruz Filho (Examinador Externo)

CUIABA,12/02/2021.

sell ¢

AssInatlura
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por ALESANDRO FERREIRA DOS
SANTOS, Docente da Universidade Federal de Mato Grosso, em
12/02/2021, as 12:01, conforme horéario oficial de Brasilia, com fundamento
no art. 62, § 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por JOSE SILVA DA CRUZ FILHO,
Usuadrio Externo, em 12/02/2021, as 12:03, conforme horério oficial de
Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de
outubro de 2015.

assinatur .h lj
eletrénica

e Documento assinado eletronicamente por Ronni Geraldo Gomes de
JE'I 5 Amorim, Usuario Externo, em 12/02/2021, as 12:03, conforme horario
assinatura oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n® 8.539, de 8




== J de outubro de 2015,

Documento assinado eletronicamente por MAURICIO GODOY, Docente da
Universidade Federal de Mato Grosso, em 12/02/2021, as 12:03,
conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do
Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por ERICA DE MELLO SILVA, Docente
da Universidade Federal de Mato Grosso, em 12/02/2021, as 12:18,
conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do
Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por TELDO ANDERSON DA SILVA
PEREIRA, Docente da Universidade Federal de Mato Grosso, em
12/02/2021, as 12:18, conforme horéario oficial de Brasilia, com fundamento
no art. 62, § 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

il )
JEI-! I.g;.
assinatura
eletronica

il )
JEI-! I.g;.
assinatura
eletronica

il )
JEI-! I.g;.
assinatura
eletronica

Referéncia: Processo n? 23108.003685/2021-86 SEIn® 3236838



A Daniela



Agradecimentos

Agradeco ao meu orientador, Alesandro Ferreira dos Santos, pela paciéncia, conselhos
e orientagao que me levaram & finalizagao deste trabalho.
Ao Instituto Federal de Mato Grosso pelos quatro anos de liberagao para o meu pro-

cesso de doutoramento.



There are times when working hard
may not be enough. But those who

succeed worked hard.

Kamogawa Genji - Hajime no Ippo.



3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Lista de Figuras

Variedade M [58]. . . . . . . . .

Evolugao do fator de escala e parametro de desaceleragao para o = 0.46 e
V>0. 0 e
Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleragao para o = 0.46 e
V<O, o e
Evolugao do fator de escala e parametro de desaceleragao para a = 0.5 e
V>0. 0 e
Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao para a < 0 e
V<O, o e
Evolugao do fator de escala e parametro de desaceleragao para o > 0.5 e
V<0, o
Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao para a < 0 e
V>0, .



Resumo

Neste trabalho, a questao de causalidade é discutida em uma geometria nao-riemanniana,
chamada geometria de Lyra. Para comparar essa geometria com a geometria de Riemann,
as equacoes de campo de Einstein sao consideradas. Verifica-se que as métricas de Godel
e tipo-Godel sao consistentes com essa nova geometria. Uma solu¢ao nao trivial para
o universo de Godel, na auséncia de fontes de matéria, é determinada sem analogo na
relatividade geral. Diferentes fontes de matéria sao consideradas e, entao, condi¢oes dife-
rentes para solucoes causais e nao causais sao discutidas. Na segunda parte do trabalho,
a energia escura de Ricci é estudada. Este é um modelo inspirado nos modelos de energia
escura hologréfica, com a densidade de energia escura sendo proporcional & curvatura
escalar de Ricci. Aqui, este modelo é estudado na teoria da gravidade de bumblebee. Que
¢ uma teoria gravitacional que exibe quebra espontanea da simetria de Lorentz. Entao,
a equagao de Friedmann modificada é resolvida para dois casos. No primeiro caso, a
constante de acoplamento & é igual a zero. No segundo caso é considerada uma solucao
no vacuo, onde o campo de bumblebee se torna uma constante que minimiza o potencial.
A constante de acoplamento controla a interagao gravidade-bumblebee. O universo do
tipo-Godel ¢é introduzido no contexto da gravidade de bumblebee e a causalidade e sua
violagao sao estudadas. Solugoes causais e nao causais do tipo-Godel sao obtidas para
diferentes conteidos de matéria. Ademais, quando a constante de acoplamento é zero,
o potencial de bumblebee pode estar associado ao valor da constante cosmologica da re-
latividade geral. Além disso, o caso com a constante de acoplamento diferente de zero
também é investigado.

Palavras Chave: Relatividade Geral, geometria de Lyra, universo de Godel, modelo

bumblebee.



Abstract

In this work, the causality issues are discussed in a non-Riemannian geometry, called
Lyra geometry. It is a non-Riemannian geometry originated from Weyl geometry. In
order to compare this geometry with the Riemannian geometry, the Einstein field equa-
tions are considered. It is verified that the Goédel and Godel-type metric are consistent
with this non-Riemannian geometry. A mnon-trivial solution for Goédel universe in the
absence of matter sources is determined without analogue in general relativity. Different
sources are considered and then different conditions for causal and non-causal solutions
are discussed. The Ricci dark energy is a model inspired by the holographic dark energy
models with the dark energy density being proportional to Ricci scalar curvature. Here,
this model is studied in the bumblebee gravity theory. It is a gravitational theory that
exhibit spontaneous Lorentz symmetry breaking. Then, the modified Friedmann equa-
tion is solved for two cases. In the first case, the coupling constant ¢ is equal to zero
and in the second case a solution in the vacuum, where the bumblebee field becomes
a constant that minimizes the potential, is considered. The coupling constant controls
the interaction gravity-bumblebee. The Godel-type universe is introduced in the context
of bumblebee gravity and then the causality and its violation is studied. Causal and
non-causal Godel-type solutions are obtained for different content of matter. In addition,
when the coupling constant is zero, the bumblebee potential may be associated with the
value of the cosmological constant of the general relativity. Furthermore, the case with
the non-zero coupling constant is also investigated.

Keywords: General relativity, Lyra’s geometry, Goédel universe, bumblebee model.
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Introducao

A teoria da relatividade geral descreve a gravitagao em um nivel cléssico. Apesar de
ser a teoria de gravidade mais bem testada, ela nao explica alguns dados experimentais
[1, 2, 3]. Resultados observacionais recentes levam a evidéncias para uma fase de expansao
acelerada do universo. Esta aceleracao pode ser explicada por uma nova componente
chamada de energia escura, que corresponde a aproximadamente 70% da quantidade de
energia do universo e sua natureza ainda é um mistério.

O candidato mais simples que descreve a energia escura é a constante cosmologica A.
Ela é o ingrediente fundamental do modelo ACDM(do inglés: A Cold Dark Matter), o
modelo mais consistente com os dados observacionais. Contudo, esse modelo sofre de dois
problemas, o problema de ajuste fino ( o valor observado da constante cosmolégica é da

ordem de 107120

menor que o valor estimado para a energia do vacuo na teoria quantica de
campos) e o problema da coincidéncia ( no periodo atual da historia do universo os valores
da densidade de energia escura e de matéria escura sao da mesma ordem de magnitude).
Além disso, ainda nao existe uma teoria completa e consistente de gravidade quéntica.
Destes fatos emerge a possibilidade de que a relatividade geral possa ser modificada. Mui-
tas teorias surgem como possiveis generalizagoes, tal como a gravidade f(R) [4], modelo
bumblebee [5], gravidade de Chern-Simons [6], teoria de Brans-Dicke [7], dentre outras.
Em busca por uma teoria unificada, em 1918, Hermann Weyl [8] apresentou sua te-
oria de campo unificado, na qual considerava a introducao de uma funcao de calibre
que possibilitava geometrizar o eletromagnetismo. Porém, a geometria passa a ser nao-
Riemanniana. As condigoes de compatibilidade da métrica se alteram, o que faz com que

a conexao afim nao seja mais representada pelo simbolo de Christoffell. O maior pro-

blema da teoria é que o comprimento do vetor sob transporte paralelo nao se mantinha



constante, o que a tornava inconsistente, ja que a teoria passa a ser nao integravel.

Em 1951, Lyra propds uma modificagdo da geometria Riemanniana [9]. Essa modifi-
cagao consiste na introdugao de uma funcgao de calibre no espaco afim, onde a fungao de
calibre adquire o mesmo status de sistema de coordenadas, e juntos formam o chamado
“sistema de referéncia". A teoria de Lyra pode ser considerada como uma generalizagao
da geometria de Weyl, mas com a vantagem do comprimento do vetor sob transporte
paralelo se manter constante.

D. K. Sen, em 1957 [10], formulou uma generalizacao da relatividade geral no contexto
da geometria de Lyra. Nesta generalizacao, a introducao da funcao de calibre faz surgir
naturalmente um vetor deslocamento nas equagoes de campo. Halford [11] mostrou que o
vetor deslocamento constante faz o papel da constantes cosmolégica, com a vantagem de
que o vetor deslocamento surgi naturalmente da introdugao da fungao de calibre, enquanto
que a constante cosmologica é adicionada de maneira adhoc na relatividade usual.

Sen e Dunn [12] mostraram que as equagoes de campo obtidas em [10] podem ser
consideradas como um caso especial das equagoes de Brans-Dicke [7] se a funcao de calibre
for identificada como o campo escalar. A geometria de Lyra é estudada em varios contextos
[13, 14, 15, 16].

Outro problema envolvendo a relatividade geral é a falta de uma teoria de gravidade
quantica. Contudo, existem algumas teorias que unificam a relatividade geral e o modelo
padrao da fisica de particulas [17, 18]. E esperado que estas teorias de unificacdo surjam na
escala de Planck, 10 GeV. Nesta escala, pequenos efeitos de violagao de Lorentz podem
aparecer. A quebra da simetria de Lorentz surge como uma possibilidade na teoria de
cordas [19, 20|, teorias de campos nao-comutativas [21] e gravidade quéantica de loop [22].
Para estudar as consequéncias da violagao de Lorentz, uma extensao do modelo padrao foi
desenvolvida. A Extensao do Modelo Padrao (SME - Standard Model Extension) [23, 24]
é uma teoria de campo efetiva que contém o modelo padrao, a relatividade geral e todos
os possiveis operadores que violam as simetria de Lorentz e CPT!.

Os mecanismos pelos quais os coeficientes para a violacao de Lorentz poderiam surgir
no SME sao divididos em duas classes: quebra explicita das simetrias de Lorentz e quebra

espontanea das simetrias de Lorentz. As violagoes explicitas de Lorentz sao caracterizadas

LA simetria CPT ¢é formada pela combinacio de trés simetrias discretas: conjugagdo de carga (C),
que converte a particula em antiparticula; inversdo de paridade (P), que transforma um objeto em sua
imagem espelhada invertida; e reversdo temporal (T), que inverte a dire¢ao do fluxo do tempo.



diretamente ao assumir coeficientes nao nulos no campo de fundo, enquanto que, a quebra
espontanea de simetria assume que as violagoes de Lorentz surgem dinamicamente como
uma solucao que viola Lorentz, que é associada a uma acao invariante de Lorentz. A
quebra espontanea de simetria tipicamente ocorre quando solugoes de baixas energias de
um sistema nao respeitam a simetria que existe na teoria. Um exemplo deste processo é
a quebra de simetria espacial, que ocorre quando pressionamos uma vareta no sentido de
comprimi-la. Como nao podemos predizer em que diregao a vareta ird dobrar, dizemos
que esta quebra da simetria de rotacdo ocorre de forma espontanea [25]. Outro exemplo
de quebra espontanea de simetria ocorre no modelo padrao, onde um potencial gera um
valor esperado no vacuo (VEV - Vacuum Expectation Value) para o campo de Higgs,
que quebra espontaneamente a simetria de calibre SU(2) x U(1). A quebra espontanea
de uma simetria global resulta em modos de Nambu-Goldstone sem massa, enquanto a
quebra de uma simetria local resulta em boésons de calibre massivos, os bésons W e Z no
caso do modelo padrao. Outras particulas acopladas ao campo de Higgs também recebem
uma massa relacionada ao VEV [26].

O mecanismo utilizado para gerar o modelo padrao estendido é a quebra espontéanea de
simetria, no qual um campo tensorial que contém indices de Lorentz, adquirem um valor
esperado no vacuo (VEV) nao nulo, < 7T}, ># 0, que seleciona uma direcao preferencial
no espago-tempo e assim, quebra espontaneamente a simetria de Lorentz.

O modelo mais simples de teoria com quebra esponténea de simetria de Lorentz é
o modelo bumblebee [27], onde um campo vetorial adquire um VEV diferente de zero,
< B, >= b,, sendo B,, um campo vetorial chamado de campo de bumblebee e b, seu
valor esperado no vacuo. Tal modelo seré estudado no capitulo 3, e vamos verificar se a
energia escura de Ricci [28] e a solugao tipo-Godel [29] ¢ consistente com esse modelo.

Acredita-se que uns dos principios fundamentais da gravidade quéantica é o principio
hologréfico (PH). Proposto pela primeira vez por Gerard 't Hooft [30, 31|, foi dada uma
interpretagao precisa na teoria de cordas por Leonard Susskind [32]. O PH afirma que toda
a informacao contida em um volume de espago pode ser representada como um holograma,
o que corresponde a uma teoria que se localiza no limite desse espago. Em 1997, Maldacena
propos a correspondéncia AdS/CFT, que é a realizagdo mais importante do principio
holografico, e acredita-se que o mesmo ¢ um principio fundamental da gravidade quantica.

Um tentativa interessante de explicar a atual expansao acelerada do universo é o

modelo de Energia Escura de Ricci [28]. Este modelo ¢ inspirado pelo principio holografico,



o qual considera que a densidade de energia é proporcional ao escalar de curvatura de Ricci.
A grande vantagem deste modelo é que ele evita ambos os problemas do modelo ACDM,
o problema de ajuste-fino e coincidéncia, sendo que a energia escura nao é associada a
escala de Planck, mas com a escala cosmologica.

A solugao de Godel, obtida em 1949 [33], pelo logico, matemético e filosofo Kurt Godel
é considerada. Essa solugao tem como uma de suas principais caracteristicas as curvas do
tipo-tempo fechadas (CTCs - do inglés: Closed Timelike Curves), que permitem viagens
ao passado.

A solucao publicada por Goédel em 1949 é a primeira solucao exata das equacgoes de
Einstein com matéria em rotacao, cuja caracteristica mais importante é a presenca de
curvas tipo-tempo fechadas, que permitem, ao menos em teoria, viagens ao passado.

A solucao de Godel foi muito criticada e nao foi bem aceita pela maioria dos fisicos, até
mesmo por Einstein, que na época era um grande amigo de Godel [34]. No Cinquentenario
da Teoria da Relatividade, H. P. Robertson referiu-se sobre a geometria de Gddel do
seguinte modo: "Considero um defeito das equacoes da relatividade geral o fato de que
elas permitam tal solugao". Assim, a proposta de Godel foi considerada um "defeito
teorico"das equagoes da relatividade geral [35]. Em 1992, Stephen Hawking propoe a
conjectura de protecao cronolbgica, que afirma que as leis do universo estao construidas
de tal maneira que a viagem no tempo é proibida.

Outro motivo da métrica de Godel ser ignorada, é o fato da solugao ser estatica, nao
sendo um modelo realistico do universo, pois o mesmo estd em expansao [36]. Porém,
pelo fato da solucao de Godel ser uma solucao exata das equagoes de Einstein, ela é
considerada um laboratorio tedrico para testes de teorias de gravitagao modificada, e é
estudada em varios contextos [37, 38, 39, 40, 41, 42|.

Uma generalizacdo da métrica de Godel é proposta em [29], chamada de métrica
tipo-Godel, onde temos trés classes de solucao: linear, trigonométrica e hiperboélica. Na
classe linear existe somente uma regiao nao causal. Na classe trigonométrica temos uma
sequéncia infinita de regioes alternando entre solugoes causais e nao causais. Na classe
hiperbolica podem existir dois tipos de solugoes: a solugao de Godel, com uma tnica
regiao nao causal; e uma solugao tipo-Godel causal, onde as curvas tipo-tempo fechadas
sao evitadas, e portanto, sem violagao de causalidade.

A tese esta organizada como segue. No capitulo 2, apresentamos as solucoes de Godel

e tipo-Godel, e estudaremos a questao da causalidade. No capitulo 3, estudamos a Geo-



metria de Lyra, e verificamos sua consisténcia com as métricas de Godel e tipo-Godel, e
as questoes de causalidade sao discutidas para diferentes fontes de matéria. No capitulo
4, estudamos a gravidade de bumblebee. Em seguida, o modelo de energia escura de Ricci
é estudado nesta teoria. Por fim, a métrica tipo-Gddel é estudada no modelo bumblebee,
e o problema da causalidade ¢é investigado neste modelo gravitacional. No capitulo 5,

nossas conclusoes e perspectivas sao apresentadas.



Universo de Godel

Em 1949, Kurt Godel [33] publicou um artigo em que apresentava a primeira solugao
exata das equagoes de Einstein com matéria em rotacao. A matéria nesse universo tem a
forma de um fluido perfeito sem pressao (poeira), cujo tensor energia-momento é 7}, =
pu,u,, onde p é a densidade de matéria e u, € o quadrivetor velocidade normalizado. Esta
solugao ¢é estacionaria, espacialmente homogénea e apresenta simetria cilindrica.

A solugao de Godel é caracterizada pelo fato de que o fluido nao tem expansao ou ace-
leragdo. A tnica quantidade cinemética é a rotagao (vorticidade), que tem uma magnitude
constante w = 2,/7Gp, onde G é a constante gravitacional de Newton.

A consequéncia mais interessante da solucao de Godel é a possibilidade de curvas tipo-
tempo fechadas, curvas essas que permitem em teoria, viagens ao passado. No entanto, a
existéncia dessas curvas representa uma violacao de causalidade 2, que nao é bem aceita
pela maioria dos fisicos [34], visto que a natureza parece seguir as leis da causalidade,
como por exemplo a flecha do tempo da cosmologia, que somente aponta para o futuro
[43]. Em 1992, Stephen Hawking construiu um principio de protegao causal [44], o qual
simplesmente exclui a solucao de Godel, argumentando que as CTC’s nao existem em
nosso universo. No entanto, ainda nao foi feita uma prova geral desta conjectura. Pelo
fato da solucao de Godel ser uma solugao exata das equacoes de Einstein, ela é considerada
um laboratorio tedrico para testes de teorias de gravitagao modificada, e é estudada na
geometria de Finsler [45], na gravidade f(R,7)[46], dentre outros contextos [47, 48, 49,
50, 51, 52].

Para estudar com mais detalhes os problemas de causalidade, uma versao generalizada

da métrica de Godel foi proposta em [29]|, que é chamada métricas tipo-Godel. Nesta

2Relacdo entre um evento A, a causa, e um segundo evento B, o efeito, de tal forma que o segundo
evento seja uma consequéncia do primeiro.



2.1. SOLUCAO DE GODEL 9

generalizacao temos trés classes de solugoes: A primeira onde a violagao de causalidade
é evitada; a segunda apresenta uma sequéncia infinita alternando entre regioes com e
sem violagao de causalidade; a terceira com violagao de causalidade. Na préxima secao,

discutimos as principais caracteristicas dessa solucao.

2.1 Solucao de Godel

A métrica de Godel é escrita como [33]
1
ds® = a®[dt* — dz* + 562%@2 — dz* + 2e“dtdy), (2.1)

onde a é um numero positivo.
Para provar a invaridncia rotacional da equacao acima, Godel introduziu novas coor-

denadas r, ¢, t' e z, usando as seguintes equagoes de transformacao

e’ = cosh(2r) + cospsenh(2r),

ye® = \/2senpsenh(2r),

t— 2t T

p t- 275/) —or, ¥
tg | = + =e “"tg=, onde < =, 2.2
g (2 Ve 93 275 | <2 (2.2)
2z =27
Com a introdugao destas variaveis a equagao (2.1) se torna
ds? = 4a?[dt'* — dr® — d2' + (senh*r — senh®r)de® + 2v/2senh?rdedt), (2.3)

que diretamente exibe a simetria rotacional, sendo que g,,, nao depende de ¢.
As curvas definidas por ¢’ = 2/ = r = constante serdo tipo-tempo fechadas se (senh'r—

senh®r > 0). Assim, teremos CTCs para todo r > r.. Onde o raio critico . é
re = senh™'1 = In(1 4+ V/2). (2.4)

Como mostrado por Chandrasekhar e Wright [53|, as geodésicas de Godel ndo exibem
violacao de causalidade, e erroneamente eles chegaram a conclusao que as CTCs no uni-

verso de Godel nao existem. Mas segundo Stein [54], as orbitas circulares de Gédel nao
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sao geodésicas.

A métrica acima é um caso particular das geometrias do tipo-Godel que veremos com
mais detalhes na proxima secao.

Vamos mostrar que a métrica, equagao (2.1), satisfaz as equagdes de Einstein com

constante cosmologica A [55]:

1
Ry — §guuR = 871G puyty, + Aguw, (2:5)

onde R, é o tensor de Ricci, e R é o escalar de Ricci. O vetor unitario u na diregao z¥ tem
as componentes contravariantes (1/a,0,0,0) e as componentes covariantes (a,0,ae”,0).
Para resolvermos as equagoes (2.5), precisamos das seguintes quantidades:

(i) Simbolos de Christoffel nao-nulos:

M, =1

F?2 = (1]2 2693 (2 6)
1

gy = 56296

Fgl ="

(ii) Componentes do tensor de Ricci ndo-nulas:

Roo =1
Rog = R20 =e" (27)
RQQ == 62:6.
(iii) Escalar de Ricci:
1

Usando os resultados acima, as componentes nao-nulas das equagoes de Einstein sao:

Componente (00), que é igual a componente (02):

1
5= 87Gpa® + Aa®. (2.9)
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Componente (11), que ¢ igual a componente (33):

Lo A (2.10)
2
Componente (22):
g = 167Gpa* + Ad’. (2.11)

Portanto, as equagoes (2.9) a (2.11) somente sao satisfeitas se

1 1
ou A = —4nGp, ou seja, o universo de Godel somente é consistente com as equagoes de

Einstein se e somente se as condigoes (2.12) forem satisfeitas.

2.2 Meétricas do Tipo-Godel

Para estudar com mais detalhes a questao de causalidade, vamos estudar a métrica
tipo-Godel. A solucao de Godel é um membro da familia de geometrias homogéneas do
espago-tempo do tipo-Godel, cuja forma em coordenadas cilindricas (r, p, z) é dada por
j42]

ds* = —[dt + H(r)d¢)* + D*(r)d¢?® + dr* + dz?, (2.13)

onde as fungoes H(r) e D(r) sao tais que

Hl
5 =2, (2.14)
D//

Aqui a linha denota derivada com respeito a r, e os parametros (m,w) sao dois pa-
rametros constantes usados para classificar diferentes geometrias do tipo Gdodel, tais que,
w?>0e —00<m?< 0.

As métricas homogéneas do tipo Godel podem ser agrupadas nas seguintes classes:

i. Linear, em que m =0 e

H(r) = wr?, D(r)=r. (2.16)
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ii. Trigonométricas, onde m? = constante = —pu? <0 e
4 1

H(r)= —C;Jsen2 <%> : D(r) = —sen(ur); (2.17)
H H

H(r) = i—w%nh2 <@> : D(r) = %senh(mr). (2.18)

Todas as métricas do tipo Godel sao caracterizadas pelos dois parametros m e w.
Pares idénticos (m?,w?) especificam espagos-tempo isométricos ! [29, 56, 57] . A solugio
de Godel é um caso particular da classe hiperbolica (m? > 0) com m? = 2w?.

Para examinarmos a questao da causalidade associada & métrica tipo-Godel, reescre-

vemos a equagao (2.13) como
ds® = —dt* — 2H (r)dtd$ + dr* + G(r)d¢* + d2?, (2.19)

onde G(r) = D(r)*— H(r)?. Na forma acima, se G(r) < 0 para um determinado intervalo
de r, o circulo definido por t, z,r = constante é uma curva tipo-tempo fechada que leva
para a violacao de causalidade: ao seguir tal curva, um observador acelerado pode retornar
ao seu ponto de partida no mesmo instante que partiu.

As caracteristicas de causalidade da métrica do tipo-Godel depende dos dois parame-
tros m e w como apresentado em [29]. Vejamos:

Para m = 0, equagao (2.16), temos
G(r) = wirt —r?, (2.20)

onde encontramos o raio critico r, = %, tal que, para todos r > r. temos circulos de Godel
nao-causais.

Para m = —u < 0, equagao (2.17), temos

G(r) = %sen2 (%) [ 2 — (4w + p?) sen® (%)} , (2.21)

e G(r) tem uma sequéncia infinita de zeros. Também, existe uma sequéncia infinita de

Tsometrias sdo as simetrias da métrica.
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regides alternando entre regiodes causais [G(r) > 0] e nao causais [G(r) < 0].

Para m? > 0, equagao (2.18), temos

4 402

61r) = ogsenn (%51 ) |14 (1= 27 ) senn (%) ] (2.22)

e teremos G(r) < 0 para

402 -
2 (55) > (o5 -1) 2.23
sen 5 s (2.23)
Se m? = 2w? recuperamos o resultado obtido por Gédel em [33], e o raio critico é dado
por
2

.= —senh (1 2.24
re = —senh™ (1), (2.24)

e assim teremos curvas de Godel para todo r > r..

Para o valor m? = 4w?, o raio critico 7. — 0o, assim nao temos circulos de Gédel, e a
violagao da causalidade ¢ evitada.

Para facilitar os calculos das equagoes de campo, a métrica tipo-Godel pode ser escrita

no espaco tangente como
ds® = nap010f = (%)% — (61)2 — (©%)% — (8%)?, (2.25)
onde as 1-forma 04 = e dz® sao dados por
0 = dt + H(r)de, O'=dr, ©>=D(r)d¢, ©°=dz. (2.26)

As letras maitsculas sao indices de tetradas e variam de 0 a 3, e as letras gregas sao
indices tensoriais.

Da equagao (2.25), as componentes das tetradas sdo dadas por:

0)0 = 6(1)1 = 6(3)3 = 1, 6(0)2 = H(T), 6(2)2 = D(?"), (227)

0 1 3. —1 o_H(T> s 1

C YT Dy T Dy

(2.28)

As componentes nao nulas do tensor de Einstein no referencial de tétradas, onde
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Gap = e'4e" G, sa0:
Goo == 30.)2 - m2, Gll = GQQ = (JJ2, Ggg = m2 — w2. (229)

Estes resultados serao usados no proximo capitulo, onde a solucao do tipo-Gddel sera
estudada na estrutura da geometria de Lyra, e posteriormente no modelo de gravidade de

bumblebee.



Geometria de Lyra

Em sua tentativa de unificar a gravitacao e o eletromagnetismo, Weyl introduziu um
campo vetorial com uma significancia geométrica intrinseca. Porém, tal unificagao vem
com um custo alto, o comprimento de um vetor transportado paralelamente muda, fazendo
com que a teoria se torne nao-integravel. Tal fato foi criticado por Einstein, porque implica
que a frequéncia de linhas espectrais emitidas por dtomos nao permaneceria constante,
mas dependeria de sua trajetoria.

Lyra sugeriu uma modificacao da geometria Riemanniana que pode ser considerada
como uma generalizacao da geometria de Weyl. Na geometria de Lyra, o conceito de
calibre de Weyl, que é essencialmente um conceito métrico, é¢ modificado pela introducao
de uma funcao de calibre na estrutura da variedade. Na geometria de Lyra, a conexao é
consistente com a métrica e o comprimento dos vetores transportados paralelamente sao

integraveis como na geometria Riemanniana.

3.1 Geometria Riemanniana

Na geometria Riemanniana [12], a estrutura geométrica de uma variedade diferenciavel
é determinado por (i) uma conexdo afim caracterizada (em um sistema de coordenadas
local ) pelas componentes I'* g que sao definidas pela variagao devida a um transporte

paralelo infinitesimal de um vetor £# de um ponto P(z*) para P’(z# + dz*),

gt = —T" ¢%da”, (3.1)
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e (ii) uma conexao métrica caracterizada pelo tensor métrico fundamental g, que é defi-

nida pela medida do comprimento & de &,
£ = gu"g”. (32)

. . . , . . . n . T T\
A geometria Riemanniana € caracterizada pela simetria de I'' 5, que ¢ I'V ; =I5
e pela condicao de que o comprimento de um vetor nao deve se alterar sob transporte

paralelo, isto é,

0 = (g §"€") = 0. (3.3)
Assim,

59;11/6“6” + guudgufy + gwjé’ﬂéé"/ =0
09,8 =0, (3.4)

esta condigao sera satisfeita para qualquer curva, se e somente se

dx®
5guu = ﬁguu;a = 07 (35)

que ¢ a equagao de compatibilidade da métrica, onde g,,., ¢ a derivada covariante da

métrica. Podemos expandir a equagao (3.5) para trés permutagoes diferentes e obter

Juvia = aaguu - Fga,ugou - Fgayg;w' = 07
Guasu = augozu - Fayagau - Fay“gaa = 07 (36)

Jopw = a,ugl/a - Fouygaa - Fguaguo = 0.

Subtraindo a segunda e a terceira equagao da primeira, e usando a simetria da conexao,

obtemos:

aag/w - 8#91/04 - axga,u - 2F0w/9aa = 07 (37)

multiplicando por ¢g?, e organizando os indices, ficamos com

1
s =1{a"s} = 59" (O89ay + Oagpy — 019ap) (3.8)

onde o lado direito sao os simbolos de Christoffel de segundo tipo.
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3.2 (Geometria de Weyl

Weyl generalizou a nog¢ao da conexao Riemanniana considerando que além do ten-
sor métrico g,, ser invariante por transformagoes de coordenadas, também deveria ser
invariante por transformacoes de calibre, da seguinte maneira.

Com cada vetor &* existe uma medida de comprimento associada dada pela forma
quadrética § = ¢,,§"§”. Dois vetores §* e 1" tem o mesmo comprimento se e somente
se £ = n. Agora a forma quadratica é completamente determinada somente quando se
especifica um fator de proporcionalidade (ou calibre) de escala diferente de zero. Em
todos os pontos da variedade hé, portanto, a possibilidade de uma mudanca de escala
(ou seja, uma recalibragdo) ou uma transformacdo de calibre. Na variedade de Weyl,
isto nao é suficiente para que a conexao métrica tenha uma determinacao de medida em
cada ponto, pois cada ponto também deve ser metricamente relacionado a vizinhanca. A
relacao métrica é determinada ao especificar a mudanca na medida do comprimento do
vetor {# transportado paralelamente de P(x#) até P'(z* + dz*). Contudo, em um calibre

arbitrario, £ é assumido para mudar de acordo com a relagao

0¢ = —E¢d”, (3.9)

onde ¢, é um vetor que caracteriza a variedade. A conexao métrica da variedade de
Weyl é portanto caracterizada por duas quantidades independentes g,, e ¢,, relativos
ao sistema de referéncia (sistema de coordenadas + calibre). Numa transformagao de
calibre, os comprimentos ¢ — £ = A, onde A = A(z) em geral, ¢y € gy se transformam

da seguinte maneira:

G = G = Aguu; Qbu - Q;,u = Qbu - )\_1)\,#, (310)

onde A, = OA/0z*. Combinando a equacao (3.9) com a (3.2), obtemos que

Juvi;a = ¢agm/7 (3.11)

onde ¢,,.o ¢ a derivada covariante do tensor métrico. As componentes da conexao afim
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e, 5 sao obtidas da mesma maneira que os simbolos de Christoffel na equagao (3.8),

aag,uu - Faaugay - Faayg/w = ¢ozgw/a
81/904“ - Fauagau - Fguug()éo' = gbugaua (3'12)

3#91/& - Fouygaa - Fouagua = ¢ugum

subtraindo a segunda e terceira equacao da primeira obtemos

%QW - 3ugya - augau - 2Fg“ygaa = ¢ag,uu - d)ugozu - Qbugl/ou (3‘13)

e multiplicando por ¢°* e organizando os itens, as componentes da conexao afim na

geometria de Weyl sao:

o5 = {a"s} + S"ap, (3.14)

com S*,z definido como

1
Suﬂéﬁ = 5(5Ma¢,3 + 5“,8¢a - gaﬁﬂw), (315)

onde ¢" = g"*¢y. Na geometria unificada de Weyl, o campo vetorial ¢, ¢ identificada

como o potencial vetor de um campo eletromagnético.

3.3 Geometria de Lyra

Na geometria de Lyra, o vetor deslocamento PP’ entre dois pontos P(x*) e P'(x* +
dz"), tem as componentes ¢ = z%dx#, onde 2°(x) é uma fungao de calibre nao nula. O
sistema de coordenadas x# junto com z° formam um sistema de referéncia (z% z#). Uma

transformacao geral dos sistemas de referéncia é dada por
=zt (2), (2% 2#) = (2% 2", (3.16)

Ccom

det Al 0. (3.17)
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Sob (3.16), um tensor multicomponente ££'"7¢ se transforma da seguinte forma

E o = NTTAR  ADATY - AT (3.18)
onde A = 2% /z%. O fator A\*™" surge como uma consequéncia da introdugao da fungao de
calibre.

As componentes I'* | 5 podem ser consideradas como resultado de transformagoes de co-
ordenadas gerais da seguinte maneira. Vamos supor que no sistema de referéncia (z°; 2#),
um vetor ¥ é constante, isto é, ff;\ = 0. Entao, em outro sistema de referéncia arbitrario

(2% 21), temos (& = A7 ALEM)

1 ’ 3 / a a.’f/\ 8 ’
W fi/ = 81')\/ €M = a 2\ (AAM g“) a 2\ 8 by (AAM f“)
1 1 ox? 8A“ 1 0z ON
P, — B AR er —
¥ 57’\ 20 8x’\' oz v 20 92N 9gA T+ ¢ 0
L 1 314” w 1 0\ u i
205N 0 81”\'5 x08 N =0
1 5 -1 8)\
;aﬁ——AAbf‘jﬁ 5t =0
1 ’ o 1 _ 8ln)\2 ’
F ff\/ - —A AM >\/€ - 2— ! 81’/\’ 5# = 07 (319)

onde AZ;\, = OAZ/ /02> . Fazendo as seguintes definicoes

/ 1 ’ 1 aln>\2

n _ o AW _
r U\ _EAV/A%/\/ € Qs)\/ = Fm, (320)

obtemos

/ ’ ’ 1 ’
’l;\/ - F'u V/)\/SV - §¢,\§'u == O (321)

Assim, o transporte paralelo de um vetor £# na geometria de Lyra é portanto dado

por

det = —TH pe%a0da”, (3.22)
onde

[op =TV 45— %55%. (3.23)
Note que f‘“ag nao ¢ simétrico, contudo I'* g = 1 K 5a- As componentes da conexao

. ~ . /,L 2
afim generalizada sao caracterizados por I’ ops € também por ¢g que aparece como uma
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consequéncia da introducao formal da funcao de calibre no espago sem estrutura.
A métrica da medida do comprimento do vetor deslocamento &* = 2°dz* entre dois
pontos P(z#) e P'(x* + dz*) é dado pela invaridncia absoluta ( isto é, invariante sob

transformagoes de calibre e coordenada)
ds® = g, 2 dxt2"dz”. (3.24)

O transporte paralelo do comprimento na geometria de Lyra ¢ integravel (como na geo-

metria Riemanniana), em contraste a geometria de Weyl, isto é

d(guw'e”) = 0. (3.25)

Assim, temos a mesma situagao da equagao (3.5). Expandindo a equagao acima e

fazendo trés permutacgoes diferentes dos indices, obtemos

1 o o
Eg,uy;a = aag;w =TI pwaYov — r vaQue = 07

1 no o
Eguoz;u = augua -I vu9oa — r apYve = Oa

1 o o
Egau;u = 61/904/, -I avop — r uv9ac = Oa

Usando a equagao (3.23),

1 1, 1,
g,u,u;oz - Eguu,a - Fa“agou - Fayagua + §5ﬂ¢agal/ + §5y¢agua - 07
1 o o 1 o 1 o
o = Fgua,,u —TI ,/ugoa —T augyo + 55,,(%9004 + §5a¢#gua = O,

1 1 1
Japywy = Fgozu,u - Fgaygau - Fauygaa + §5a¢ugau + §5M¢Vgaa =0.

Subtraindo a segunda e a terceira equagao da primeira:
1 g
E(guu,a - gya,u - gau,u) -2 Mygaoa + guu¢a - gau¢u - gua¢u = 0.

Multiplicando por ¢ e organizando os indices, obtemos

1 1
[ap = 5la"s} + 50008 + 0500 — gapd”). (3.26)
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Tirando o fator 1/2°, a conexdo acima ¢ idéntica as componentes da conexao afim na geo-
metria de Weyl, equagao (3.14). Na geometria de Lyra, também temos um campo vetorial
com uma significancia geométrica intrinseca, sem a inconveniéncia da nao integrabilidade
do comprimento do vetor sob transporte paralelo.
Uma geodésica na geometria de Lyra ¢ definida como uma curva z' = x%(s) cujo
da’

vetor tangente £ = (ﬁ> 20 & transportado paralelamente para si mesma. A equacao da

geodésica, é portanto

d2l’k _ 1 da:z .
2’ ds2 + {(xo) ! {zk]} + 5(5ki¢j +6%65 — gi;0) (:EO)Qdejds

Lo oyopdet

=50 — ¢)(2)" ——da'ds, (3.27)

onde
_,O[log(x°)?]

0 _ (.0y—1

i = (@) —— (3.28)

O transporte paralelo, equagao (3.22), e portanto o sistema de equagoes diferencias

1 o¢

20 Oz

4+ T%,0€" =0, (3.29)

¢ integravel somente quando as componentes do tensor de curvatura,

) 1 0 -
Kznaﬁ = 7 0\o —(‘rorlﬂﬁ)

0 - - - - ~
@) |22 (2°T% ) | + 2T 00 2°T %5 — 2°T7 152’ T %0,  (3.30)

0P

desaparecem identicamente.

3.3.1 Calculo de K’z

Vamos imaginar na variedade M, Figura 3.1, um loop fechado muito pequeno do qual

os quatro lados sao as linhas de coordenadas 2! = a, 2! = a + da, 2> = b e 22 = b+ 6b.

X=b+6b

Figura 3.1: Variedade M [58|.
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O vetor &* & transportado paralelamente do ponto A até o ponto B. Pela equacao do

transporte paralelo, temos:

1 o¢~

o = . (3.31)
Integrando de A até B:
351-@ b RV |
F A (9:)3 N _/A d Z1£ dr
1 . B_ o
SIEB) — ) = - [ Tragis
T A
B
8 (B) = €¥(A) — a° / " &dat. (3.32)
A

Similarmente de B para C, e de C para D, obtemos:
C ~ .
&) =€H(B) —a° / " &ida?, (3.33)
B
D ~ .
F(D) = €5(C) + 2° / | (3.34)
c
Similarmente, a conclusao do loop fornece

A
" (Afina) = (D) + 2° / [ éida®. (3.35)

D

A variagao liquida em &¥(A) é o vetor 6¢*, dado por

0€" = &"(Afina) — €°(4)

B ~ . C ~ . D ~ .
= —xo/ inlfldxl — l‘o/ anglde -+ l’o/ F'{ilfldﬂfl
A B C

A
+ 2Y / %08t da?. (3.36)
D

Usando a expansao em série de Taylor na integral dos caminhos CD e BC:

B

B c
6k = —xo/ I &ldat — / [51 [0 + 04 (lemz?)} da?
A

D P i A .
+ ZL'O/ |: il + (5[, ({T“Zl)} dl’l + ZEO/ Fﬁiggzdl’Q
D

C
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btéb 9 atda 5
=10 / 6a—(£T" ) da* + ° / 0= (6% )da?,
b a

ox! 22
logo,
5EF o 0,000 | — =2 (€T O (i 3.37
§" & 0,0pT —%(f 12)4’@(5 i) - (3.37)
Usando a regra do produto para resolver as derivadas, e lembrando que % =T ta1&%20,
obtemos:
66" = 190,0, K" o pE", (3.38)

onde K,z ¢ o tensor de curvatura

1 0

K'rop = W %(JL’OW,@B) — w(a@of‘im) + xofiaaxof“w — xofiagxof“m , (3.39)

que é obtido através do transporte paralelo do vetor V em torno do loop dado por dé, e
dép.
Usando a equagao (3.26), podemos reescrever o tensor de curvatura, da seguinte ma-

neira:

Kbnaﬂ = E

1 aFL,@B ar,, L 1a L 1, om 0
( axa - 81‘5 ) _'_ F aal—‘ HB — F aﬁr Ko + §(¢a1—‘ ,‘iﬁ — ¢5F IiOé)
1 { 1 <8¢a D5

i U Ny (et
+2 20\ 028 Oz~

) - 56005~ dhon)] . a0

O tensor de curvatura contraido é obtido fazendo i = o

— 2 —
KKQ_KHLOL -

1 [or or 1
Ko KL 't 1r* —T¢ 1° - OI‘\L _ OFL
( ort oxre ) + ars Ko aa™ KL + 2(¢L Ko ¢o¢ m)
1 (0@ 9¢q

+15L
2" " z0 \ 9z Oxt

20

) - 5@~ ay

Agora, usando a equagdo (3.14), o tensor de curvatura contraido, depois de algumas

simplificacoes, se torna

Rna 1 i i 4 i FKO&
Kna - (ZL‘O)2 + E(Szm,a -5 na,i) +S aaSam' - Szaisa”a t ﬁ

+ 5 (808"~ A5y — (06— Aba). (3.42)
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onde R, € o tensor de Ricci da geometria Riemanniana e definimos

95" sa

W - {Naa}siaa - {aaﬁ}sina + {aiﬁ}saﬁa, (343)

S rap =

como a derivada covariante de S*,., e

b 0¢s
F..= — ) 3.44
ozt OJx® ( )
Podemos escrever a parte simétrica de K, usando a equagao (3.15):
R 1 1 . 1 1 :
Kﬁa = = 0 Pr;a 5 nYak Z'i — 5Yax 7 S Yak 0 . 3.45
(x0)2 + CEO¢ 3 + 21_09 ¢, 29 ¢ ¢’y + 29 ¢7,¢ ( )
Por fim, o escalar de curvatura é dado por
Ko R 3 7 3 7 %
K =g¢"Kyx, = ()2 + E% + §¢i¢ +2¢7¢", (3.46)

onde R & o escalar de curvatura Riemanniano. Se escolhermos o calibre normal 2° = 1, o

escalar de curvatura se reduz para
i 3,
K =R+30'0; + 56:¢", (3.47)

que é idéntico ao escalar de curvatura da geometria de Weyl. A partir do escalar de

curvatura podemos obter as equagoes de campo no contexto da geometria de Lyra.

3.3.2 Equacoes de Campo

Na geometria de Lyra, a densidade lagrangiana ¢ definida por

L= Ky/—g(z°)* (3.48)

Podemos simplificar a lagrangiana escolhendo o calibre 2° = 1, logo

L=K=g. (3.49)



3.8. GEOMETRIA DE LYRA 25

Usando a equagao (3.47), a densidade de lagrangiana se torna
L=+—=g(R+3¢"; + g(b@i)- (3.50)
A acao na geometria de Lyra é dada por
Sy, = /K\/—_gd4x. (3.51)
As equacoes de campo sao obtidas a partir do principio variacional, isto é,
(SL + Su) =0, (3.52)
onde Sy, é a acao para a matéria, dada por
Sy = / L/ —gd'z, (3.53)
onde L é a densidade de lagrangiana de matéria. Temos que

(SSM = /iTij, (354)

onde kK = 83—2G, e T;; € o tensor energia-momento associado ao contetido de matéria.

A variagao de Sy, seré

o5 [ 6/=aR) + 30070000 + S00vTg0) | ate, (359)

onde a variacao do primeiro termo nos fornece o tensor de Einstein da relatividade usual

1
Gij = Rij — lejR (356)

O segundo termo da equagao (3.55), corresponde a uma derivada total:
30(v/=g0's) = 30Vi(v/—g¢') = 360;(v/~g4"),

e pelo teorema de Stokes, leva a uma contribui¢ao de contorno que podemos definir como

zero, fazendo a variagao desaparecer no infinito.
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Para o terceiro termo da equacao (3.55), usando que 6,/—g = —%\/—ggijégij, obtemos

3 J 3[ 1 ’ ’ ’
F0(V=99"di¢;) = 3 [_5\/_991']'9”¢i¢j(59” +V —g¢i¢j5g”]
3 1 . y
=5 {—5\/ —99i;9;0'09" + v —9¢i¢j59”]

- Ecbid)j - %gmdwk] V=gdg". (3.57)

Combinando as equagoes (3.54), (3.56) e (3.57), obtemos as equagoes de campo da

geometria de Lyra:
1 3 3 .
Rij = 595+ 50ibj = 1910x¢" = KT, (3.58)

Podemos reescrever as equacoes de campo ao multiplica-las por ¢¥:

1 1
Rij = 87G(T3; — §Tgij) — (Ly — §ng‘j), (3.59)

onde T' = ¢“T;; ¢ o trago do tensor energia-momento, L;; corresponde aos termos das

equacoes de campo relacionados com ¢,, definido por
3 3 .
Li; = §¢i¢j - Zgij¢ﬁ¢ ) (3.60)

e L seu trago, isto &, L = g¥ L;;.
Na proxima secao sera verificada a consisténcia da solugao de Godel e tipo-Gddel na

geometria de Lyra.

3.4 Solucao de Godel na Geometria de Lyra

Vamos considerar o tensor energia-momento 7, = pu,u,, como originalmente con-
siderado por Godel. Como primeira tentativa de solugao, o vetor deslocamento tera a

forma

2

Assim, usando a métrica, equagao 2.1, as componentes nao nulas das equagoes de campo

(3.58) obtidas sao:
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(i) Componente (00) = (02)

3 3
Goo + §¢0¢0 - —900933¢3¢3 = kpugug

4
1
5 + a262 — k’pa2
1
5= kpa® — a*f?, (3.62)

(iii) Componente (11)

3 3
G + §¢1¢1 - 1911933%% = kpujuy
_ a[262 _ O

1
2
1
5 = CL252, (363)

(iv) Componente (22)

3 3
Gag + §¢2¢2 - 192293%3?253 = kpuguy

3 202
Zezx _ af P

3
5= 2kpa® + a*f?, (3.64)

(v) Componente (33)

3 3
Gas + §¢3¢3 - 1933933(253@53 = kpusus
- +2a262 . a2ﬁ2 =0

= —a’p% (3.65)

N — DN —

Analisando as equacgoes, vemos que nao temos solugao de Godel, pois o sistema de
equagoes € insoltavel. Considerando a existéncia da constante cosmologica, as equagoes de

campo se tornam:

1
5= kpa* — a*B* + Aa?, (3.66)
1
5= a’p% — Aa?, (3.67)
3
5= 2kpa® + a*B* + Aa’. (3.68)
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A tnica solugao possivel é aquela em que = 0, reduzindo as equagoes (3.66) a (3.68)
as equacgoes de Godel usuais da relatividade geral.

Esse resultado se repete caso o vetor deslocamento assuma o valor de ¢; = (O, %aﬁ, 0, O)
ou ¢; = (%aﬁ, 0,0, O) .
Mas, se escolhermos
2
V3

as componentes nao nulas das equagoes de campo sao:

Po = (o, 0, aﬁe“,O) , (3.69)

(i) Componente (00) = (02)

3 3
Goo + §¢0¢0 - 190092%26252 = kpugug

1 3 24
266 2 a2B%% = kpa?

2.4 a® 3 (3.70)
3 +2a*B% = kpa® — a*p?
1
5= kpa® — 2a*/52,
(iii) Componente (11) = (33)
G+ §¢1¢1 - 19119 G202 = kpuiuy
1
3~ 2a%% =0 (3.71)
1
5 = 2@262,
(iv) Componente (22)
Gag + §¢2¢2 - 19229 G202 = kp2ous
3 34
Z62:{: + §§a26262m + a25262z — kpal2€2a: (372)
g = 2kpa® — 6a’ B>

Novamente, a tnica forma de termos solucao de Goédel, é se tivermos a constante
cosmolodgica diferente de zero, e b = 0, abandonando novamente a modificacao de Lyra

e retornando as equagoes de Einstein usuais, portanto a escolha da equagao (3.69) nao é

Interessante.
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Agora, nossa tltima escolha possivel é

G0 = ( 75 faﬁe 0) (3.73)

que nos fornece as seguintes componentes da equagao de campo:
(i) Componente (00) = (02)

3 3
Goo + §¢0¢0 — Zgoo(goocﬁoﬁbo + g% Poda + g oo + 9P bate) = kpugug

1 4 3
2 + §§a252 — ZGQ(QO%O% + 29" o + g7 Patp2) = kpa®

3 ,4
+2a[262_ Za2§B2:kpa2—a252

N =D =

= kpa® — a*f?, (3.74)

(iii) Componente (11) = (33)

3 3
G+ —<Z51¢1 - —911¢k¢k = kpujuy

13,4,
1
5 = —CLQBQ, (375)

(iv) Componente (22)

3 3
G + §¢2¢2 — 1922¢k¢k = kpugus

3 3 ,e%4
2620 492322 — 2y 26 52—kpae
4 4
3 1
9 202 - —
1 + 2a°5% — 50 a’B? = kpa’e
3
5= 2kpa’® — 3a*°. (3.76)

Logo, para a solucao de Gddel persistir na Geometria de Lyra, as seguintes relagoes

devem ser satisfeitas
1
2a?

B =— p=0. (3.77)

Ou seja, 3% assume o valor da constante cosmologica, equagao (2.12), em um universo

sem matéria comum. Se consideramos um valor nao nulo para a constante cosmoldgica,
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as equagoes de campo se tornam:

1
5= kpa® — a®B% + Ad?, (3.78)
1
5= —a*B* — Ad?, (3.79)
g = 2kpa® — 3a*/5* + Aa?. (3.80)

Para que as equacoes de campo sejam satisfeitas, devemos ter que

1 1
81Gp = 5+ 282 e A= —53 B% = —4nGp. (3.81)

Com essas condigoes, teremos curvas tipo-tempo fechadas na geometria de Lyra. Se
fizermos § = 0, recuperamos a solucao de Godel na relatividade geral de Einstein.
O proximo passo é verificarmos como o vetor deslocamento ¢, altera o raio critico e

as regioes de violacao de causalidade do universo de Godel.

3.5 Solucao Tipo-Godel na Geometria de Lyra

Para estudarmos a solugao tipo-Godel na geometria de Lyra, dois casos serao consi-

derados: (i) constante cosmologica nula e (ii) constante cosmologica nao-nula.

3.5.1 A=0

As equagdes de campo (3.59) no referencial de tetradas sao

1 1
RAB = KJ(TAB — §T77AB) — (LAB — ELHAB) (382)

Vamos considerar que a fonte de matéria é um fluido perfeito, que no espago tangente
é definido como

Tap = (p+ p)uaup — pnas, (3.83)

onde p é a densidade de energia, p é a pressao e uy = (1,0,0,0) é a 4-velocidade do fluido.

Tomando o trago da equagao (3.83), temos:

T =n*BTyp = p— 3p. (3.84)
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Primeiro caso: ¢4 = <%b,0,0,0>

As equagbes de campo dependem da escolha do vetor deslocamento ¢4, o primeiro

valor considerado é

2
= —=25,0,0,0) . 3.85
oa= (50.0.00) (359
Assim, as equagoes de campo se tornam

2 21
2w” + 2b° = ili(p + 3p), (3.86)

1
2w? —m? = 5/{(p —p), (3.87)
p=Dp. (3.88)

Usando a equagao (3.88) em (3.86) e (3.87), as equagoes de campo se reduzem para

m? = 2w, (3.89)

w? + b? = kp. (3.90)

A relagao (3.89) corresponde a solugao de Godel, portanto as CTC’s podem existir na
geometria de Lyra para a escolha do vetor deslocamento dada na equagao (3.85). Como

consequéncia, o raio critico r. é modificado e se torna

2 1
r. = —sinh~'(1) = 2sinh™*(1)

m 2kp — 20%

Na geometria Riemanniana, os parametros sao relacionados como m? = 2w? = kp =

(3.91)

—2A. Aqui, a mesma relagao é recuperada a partir da equagao (3.90), com

V= w? = —A, (3.92)

onde b? corresponde ao valor negativo da constante cosmoldgica. Assim o vetor desloca-

mento adquire um valor complexo. Resultado similar foi obtido em [10].
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Segundo caso: ¢4 = (O, %b,O, 0)
A proxima escolha para o vetor deslocamento é
ba = (0, ib,O,O) : (3.93)
V3
que leva as equagoes de campo para
4w? = K(p + 3p), (3.94)
2w? —m? + 2% = %Ii(p - D), (3.95)
2w? —m? = %/ﬂ(p - D), (3.96)
p=Dp. (3.97)

Pelas equagoes (3.95) e (3.96), vemos que ¢é possivel somente obtermos a solugao trivial

com b? = 0, que reduz as equacoes de campo para as da relatividade geral usual, abando-

nando a contribuicao de Lyra. Este resultado se repete para a escolha ¢4 = (O, 0, %b, O).

. . . 2
Terceiro caso: ¢4 = (0,0, 0, ﬁb>

O vetor deslocamento considerado tem a forma
[0) (O 0,0 2 b)
A = y Uy Uy ™ — )
V3
que leva as equacoes de campo para

1
2w2 = §K’<p + 3p)7

1
20" —m® = Zk(p = p),
1
26° = 5(p = p)-

Combinando as equagoes (3.100) e (3.101) obtemos

m? = 2w? — 2b°.

Aqui, duas possiveis classes de solucao podem ser consideradas.

(3.98)

(3.99)
(3.100)

(3.101)

(3.102)

A primeira classe
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corresponde ao espaco-tempo de Som-Raychaudhuri [59]. Neste caso m? = 0, e entdo
b? = w? = constante.

A segunda classe corresponde a m? > 0. E teremos dois casos diferentes:
(i) Caso nao-causal: Se b? = 0 a solugao de Godel com m? = 2w? é recuperada;

2 a relacao causal m? = 4w? é obtida. Tal resultado leva

(ii) Caso causal: Se bV* = —w
para a distribui¢ao exdtica de matéria com p = p. E neste caso, a vorticidade w tera

um valor complexo. Resultado semelhante foi obtido em [10].

Outra maneira de obtermos uma solugao causal é considerar o tensor energia momento
dado por
Tap =Ths + T35, (3.103)

onde T4% & o tensor energia-momento do fluido perfeito, equagao (3.83) e T% é o tensor

energia-momento associado ao campo escalar @, definido por
1
T3p = VadVpd - §TIABTICDVCCI)VDCP, (3.104)

onde V4 é a derivada covariante com respeito a base 84 = e?pder®. Assumindo por
simplicidade que

O(2) =ez+ec, (3.105)

onde ¢ é uma constante. As componentes do tensor energia-momento associado ao campo

escalar sao
2

(&
T =—T5 = Ty =Ts = 5 (3.106)

e seu traco é

T=p—3p+eé. (3.107)

Vamos analisar os casos em que ¢, leva para solugoes nao-triviais, i.e. equagoes (3.85)
e (3.98).

Para a escolha da equagao (3.85), as equagoes de campo se tornam

2w + 20 = —k(p + 3p), (3.108)
2w? —m? = ~k(p—p), (3.109)

—ke? = —k(p—p). (3.110)

NN =N =
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Combinando as equagoes (3.109) e (3.110), obtemos
m? — 2w? = ke, (3.111)

Devido a introducao do campo escalar, aqui temos a liberdade de escolha do valor de m?.
Considerando que a métrica tipo-Godel pertenca a classe hiperbélica, onde m? > 0. As
possiveis solucoes sao: Solucao de Godel e solucao causal. Se m? = 2w?, a solucao de
Godel ¢ recuperada com e = 0. Se tivermos ke > 0, entdao m? = 4w? é um valor possivel,

que leva a solucao causal. Neste caso, o campo escalar, e, assume o valor

e=1/-w. (3.112)

Agora, para a escolha da equagao (3.98), as equagoes de campo se tornam

1
2w? = 55(,0 + 3p), (3.113)

1
2w —m? = §/<o(,0 — D), (3.114)

1
20> — ke® = 5/@(,0 —p). (3.115)

Destas equagoes obtemos

m? = 2w — 2b% + ke’ (3.116)

Para a classe hiperbdlica, a solucao causal é obtida se
21 5 2
b* = —ke” —w”. (3.117)

Portanto, em ambos os casos com campo escalar a solucao causal é possivel.

352 A#0

As equagdes de campo (3.82) com constante cosmoldgica no espago tangente sao

1 1
RAB = K(TAB — ETUAB> — (LAB — §L7]A3> — AT]AB. (3118)
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Novamente, vamos nos restringir as escolhas das equagoes (3.85) e (3.98), que sao aquelas

com solucao nao-trivial.

Para o vetor deslocamento, equagao (3.85), as equagdes de campo se tornam

1

2w? +2b% = §H(p +3p) — A,
1

20" —m® = Sk(p—p) + A,

—Azédp—M~

Rearranjando as equagoes de campo, obtemos

m? = 2w?,

2w* = Kk(p + p) — 2b%.

A equagao (3.122) leva para a solugao de Godel e modifica o raio critico:

2 2
r. = —sinh (1) = sinh™*(1).
m N e

(3.119)
(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

Podemos ver que é possivel obtermos uma solugao causal se 2b> = k(p — p), que leva o

raio critico r, — oo.

Para o vetor deslocamento dado pelo equagao (3.98), obtemos as seguintes equagoes

de campo

1
2? = 5/@(p +3p) — A,
1
2w? —m? = §ﬁ(p —p) +A,

1
20* = 5/4;(/) —p)+A.
Combinando as equagoes acima, obtemos

kp = w? — A + 3b%,
kp=w?+ A -,

m? = 2w? — 2%,

(3.125)
(3.126)

(3.127)

(3.128)
(3.129)

(3.130)
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Se considerarmos a classe de solucao m? = 0, obtemos que
w? = b2 (3.131)

A solucao de Godel m? = 2w? acontece quando b = 0. A solucao causal m? = 4w leva
para um valor complexo da vorticidade w, como visto em [10].
Para obtermos uma outra solugao causal, vamos considerar o campo escalar como na

equacao (3.103). Para a escolha da equagao (3.85), as equagbes de campos se tornam

1

2w + 20% = 4P +3p) = A, (3.132)
1

2w? —m? = Em(p —p)+ A, (3.133)
1

—re? = 5%(/) —p)+ A (3.134)

Rearranjando as equagoes, obtemos
m? = 2w + ke’ (3.135)

Considerando a classe hiperbdlica de solucao, obtemos a solucio causal m? = 4w?

somente se

2w? = ke?, (3.136)

que leva para

1
v = ili(p +p). (3.137)
Para o vetor deslocamento, equacao (3.98), as equagdes de campo serao
5 1
2w’ = 5/1(,0 +3p) — A, (3.138)

1
2w? —m? = §m(p —p)+A, (3.139)

1
20* — ke* = §ﬁ(p —p)+A. (3.140)
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Manipulando as equagoes, obtemos

3
kp=w?— A — 5%62 + 3b?, (3.141)
1
kp=w?+ A+ 5%62 — b7, (3.142)
m? = 2w? + ke — 207 (3.143)

E obtemos a solugao causal somente se a relagao

b

1
b = 5%62 — w? (3.144)

é satisfeita.
Neste capitulo mostramos que ambas as solugoes causal e nao-causal sao possiveis
na geometria de Lyra, de acordo com o tipo de fonte de matéria considerado. Todos os

resultados apresentados neste capitulo estao publicados [60].



Gravidade de Bumblebee

A quebra espontanea de simetria desempenha um papel importante na teoria quéantica
de campos, em que o estado fundamental nao respeita a simetria da teoria que o descreve.
Para ilustrar o fenémeno de quebra espontanea de simetria, vamos considerar um campo
escalar com interacao do tipo A¢*. Esta teoria admite a simetria ¢ — —¢. A lagrangeana

que descreve tal modelo é dada por

1 1 1
L= 9 (Q@) ((9“?75) - §M2¢2 - IA&’ (4-1)

onde \ é positivo e y? ¢ um parametro que pode ser positivo ou negativo. O potencial é
dado por V(¢) = % pure? + %)\gb‘l. O estado fundamental é obtido ao tomarmos o minimo
do potencial,

Cfl—‘; = 1’g + éw"’, (4.2)
que nos fornece duas situagoes a serem analisadas:

(i) se u? > 0, temos apenas a solucio ¢ = 0, e a simetria de paridade ¢ mantida;

(i1) se p* < 0, temos dois minimos, ¢ = —% = +¢p e um méaximo local em ¢ = 0.
Uma vez que escolhemos um valor de ¢, a simetria é quebrada pelo vacuo da teoria.
Alguns efeitos na escala de Planck indicam a possibilidade de que a simetria de Lorentz

possa ser quebrada. Dentre estes, estao alguns mecanismos em teoria de cordas, teoria de

campo em geometrias nao-comutativas, gravidade quantica, efeitos devido a relacoes de

dispersao, etc. [19, 20, 21, 22, 27, 61, 62, 63].

Estes fatos motivaram o desenvolvimento da Extensao do Modelo Padrao [23, 24|, que

inclui todas as interagoes conhecidas do modelo padrao, a relatividade geral e os termos

que violam Lorentz e CPT.
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Uma das ideias mais elegantes para a violacao de Lorentz é que a simetria possa ser
quebrada espontaneamente. Esta quebra ocorre quando um campo vetorial ou tensorial
adquire um valor esperado do véicuo diferente de zero.

O caso mais simples de teoria com quebra espontanea de Lorentz é o modelo bumble-

bee, que iremos estudar a seguir.

4.1 Modelo Bumblebee

A agao correspondente ao setor gravitacional no SME é

1

59 = 2%

d'zy/=g[uR + s R, + t"" P R0, (4.3)

onde os tensores adimensionais u,s*” e t*'*? sao coeficientes que geram a violagao de
Lorentz.

O modelo bumblebee é o modelo mais simples que estende o formalismo padrao da
relatividade geral ao permitir quebra espontanea da simetria de Lorentz. Tal violacao

acontece quando um campo vetorial B,, chamado de campo de bumblebee, adquire um

o
valor esperado no vacuo b, diferente de zero, que leva a violagao da simetria de Lorentz.

A correspondéncia entre o modelo bumblebee e a agao, equagao (4.3), é
1 1
U= ZgB“B#, st =¢(B"B, — Zg‘“’BaBa), tHer = 0. (4.4)
E a agao que descreve a dindmica do campo de bumblebee seré [64]
1
/\/ { (R+¢BMBYR,,) — 1B B — V(B"B,, £b*) + Ly |, (4.5)

onde k = 87G, £ é uma constante de acoplamento, B, = 0,B, — 0, B,, ¢ o tensor campo-
forca, b* = b,b* =< B,B" >¢# 0 ¢ o valor esperado no vacuo para o vetor bumblebee
contraido, V' é o potencial responsavel por desencadear o mecanismo de violagao espon-
tanea de Lorentz, que exibe um minimo em B,B” £ b* = 0, e Ly é a densidade de

lagrangiana para os campos de matéria.
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4.1.1 Derivacao das Equacoes de Campo

Fazendo a variagao da agao com respeito a métrica, temos

6S = / d*x {5 {E(R —2A) +v/=gLx | + 6 [V—9EB"B'R,,

167G
——V;QBWBW - —VQ_gm(BuB“ + b2)2] } . (4.6)

Vamos reescrever essa ultima equagao como,
(SS:(SSEH—F(;SBK—F(;SB\/—F(SSBg, (47)

onde

é a variagao da acao de Einstein-Hilbert mais a constante cosmoldgica A, cujo resultado
sao as equagoes de Einstein, dadas por [55]

(4.9)

o

1
R, — §Rg,w +Ag = 8rGTM

M - . L . ~
onde T/w ¢ o tensor energia-momento para matéria. Os termos 6Spx, 0Spy € 6Spe sao
as variagoes do termo cinético, do potencial e de acoplamento de bumblebee, respectiva-

mente, dados por

0SpK = / ) [——\/LL_QBWB’“’} , (4.10)

5Spy = /d4:z:5 {—\/;_gm(BuB“ + b2)2} : (4.11)

§Spe = / d*z6 [/—g¢B"B"R,,] . (4.12)

Vamos calcular esses termos separadamente:
(i) Resolvendo 0Spk:

Escrevendo B* = g"*¢"’B,5, §Spr se torna

1
§SpK = /d4x {—Z (V=99""5g"" + /=99"*6g"® + ¢"° ¢"*65/=9) By Bag| .  (4.13)



4.1. MODELO BUMBLEBEE 41

Vamos considerar que [55]

1
0V=9 = =5V =99u09"", (4.14)
assim,
1
P = / T {_Z {\/—_gg”ﬁ 39" + /=gg"“g"”
1
—I—g'/ﬁgua (_5 /_gg)\p(sg/\[’>:| BHZ,BQQ}, (415)
4 ]- yire’ v 1/5 o 1 )\p Y
= [ dav—g 4 09" By B" +09"" B, Bap — §g>\p5g B,.,B .

A qual pode ser escrita como,

5Spx = / dry =g [—
5Spx = / dy =g [—

1
(ZB,uaBya - QQ;WBaﬂBaB>:| 5.9“”7

1

(BWB,,O‘ — EQWB&BBO‘B)] St (4.16)

N =

(ii) Resolvendo 0Sgy:

Substituindo a equagao (4.14) na equagao (4.11), temos

Vv
= /d4a; [5\/—gguyég“” — V=g~ (9" B,B, + b*) 59“03#30} : (4.17)
Fazendo a troca de indices o <> v no segundo termo do lado direito, ficamos com

0Spy = /d4x\/—g [—%glﬂ, + K (g’“’BMB,, + 1)2) BMBZ,} ogh.

(4.18)
Notamos que
y= =k (B,B" £ b*) (4.19)
0X X=B,Bt+b? g
logo,
4 V / v
0Spy = /d x\/—g [—ng, +V'B,B, | 0g"". (4.20)

(iii) Resolvendo §.Sp;:
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Usando as definigoes [55]:

R, = 6R o = V(017 ) — V4 (017 1) (4.21)
1
5F2y = _5 (guavudga)\ + guavuéga)\ - guaguﬁv)\dgaﬁ) . (422)
Obtemos
1
5Rw/ = 5 [.g,uaguﬁlj + gaﬁvuvu - gauvuvﬁ - ga)\.g,uﬁvuv/\} 5904,3’ (423)

que leva a agdo, equagao (4.12) para

1
6Spe = / d*zd\/—gé [QBO‘B'BRaﬁgW — B,B*Ra, — B,B*R,,
1 1
+ §VQVM(B‘IBV) + EVQV,,(BO‘BM)

1 1
—§VQV5(BaBﬁ)guV— 5D(B,J%V) 6, (4.24)

Usando o principio da minima acao

1 oS

9> 4.2
NI (429)

e as equagoes (4.8), (4.16), (4.20) e (4.24), obtemos as equagoes de campo

1
G = K [2V’B#By + BB, — (v - ZBQBB"‘B> gw]
1
+¢ [iBaBBRa/ggW — B,B“R,, — B,B“R,,
1 (0% ]' (03
+5VaViu(B*B,) + 5Va V(B By)

1 1
—ivavﬁ(BaBﬁ)gW — iD(BuBy)} + KT}, (4.26)

Ao fazer a variagao da agao, equagao (4.5), com respeito ao campo bumblebee obtemos

V,.B" =2 (V’B” - %BﬂR’“’) . (4.27)

Agora vamos verificar a consisténcia do modelo de energia escura de Ricci, e da solugao

tipo-Godel, equagao (2.25), com o modelo bumblebee.
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4.2 Enmergia Escura de Ricci no Modelo Bumblebee

Vamos considerar a energia escura de Ricci no contexto do modelo bumblebee para um
universo homogéneo e isotrépico descrito pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker

(FRW) para geometrias planas, isto é k = 0, dado por
ds* = —dt* + a*(t) (dr® + r?df? + r*sin*0d¢?) (4.28)

onde a(t) é o fator de escala.
A densidade de energia escura de Ricci é proporcional ao escalar de curvatura, como

descrito pelo principio hologréfico [28]:

(0}

onde « é uma constante a ser determinada. O tensor energia-momento correspondente é

TEPE = (px + px)uutty + PX Gy (4.30)

onde px é a pressao da energia escura, dada por

1 de —n
— gy — — X 4.31
Px = —px — 3o = —sa’, (4.31)
onde ¢ = (5 — %) fo,m=¢e" 4__)X, a=eX e fy ¢ uma constante de integracao.
Para a equacao (4.28), a densidade de energia se torna

3a (4 a®
pPx = 8_7T (a —+ ?) . (4.32)

Para estudar as equagoes de campo e manter a validade do principio cosmolégico, o

campo de bumblebee é escolhido como
o que leva a equagao (4.27) para

(v’ - ——) B=0, (4.34)
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que fornece a relacao entre a dindmica do potencial e o fator de escala.
Ao resolvermos as equagoes (4.26) para a métrica (4.28), e considerando o tensor
energia-momento (4.30), obtemos as equagoes modificadas de Friedmann para a energia

escura de Ricei:

H*(1 —¢B?) = %Fa(px +V)+ HBB (4.35)

(H2 + 2%) (1 —€¢B%) = kpx + € |[AHBB + B? + BB] . (4.36)

Com o uso das identidades de Bianchi, obtemos as equacoes para a conservacao da

energia
Ea

R a

Ea

p= —3Hp—3EaB(HB+B) +32-B2% (4.37)

onde H = % Devido a complexidade das equagoes acima, nao é possivel obtermos uma
solugao analitica para a(t) e B(t). Entao, nos restringiremos para dois casos de solugao.
O primeiro caso consiste em considerar a constante de acoplamento ¢ igual a zero. No
segundo caso vamos procurar uma solucao no vacuo, onde o campo bumblebee se torna

uma constante que minimiza o potencial.

4.2.1 Caso 1l: £ =0

Para este caso a equagao (4.34) fornece V'B = 0, indicando que o campo de bumblebee
contribue somente através de um potencial constante V(B*B, + 0?) = Vj. A primeira

equagao modificada de Friedmann, equagao (77), se torna
2 2 1
H*(1—¢B?) = gm(px+V). (4.38)

Usando a equagao (4.32), obtemos

d a2
aa—l—(a— 1)$+c:0, (4.39)

onde ¢ = $£V;. A solugio da equagdo (4.39) é

, (4.40)

a(t) = ¢y cos2e—1

o [V2a —1\/c(t —ac)
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onde ¢; e ¢y sao constantes de integracao. Para este, o parametro de desaceleragao obtido

2

(S

(2 B 1) (mi (t— acﬂ) Y (4.41)

Considerando o valor a = 0.46, que é consistente com as observagoes experimentais
Ref. 28], e um valor positivo para o potencial, o paramentro de desaceleragao ¢ — —1,

indica que o universo esté desacelerando em um ritmo acelerado, como mostra a Fig. 4.1

Fatorde Escala Parametro de Desaceleragéao
a(t) q(t)
0.4}
4.x10712 - 02l \
12 L L L L L [
3.x10712 - 1 2 3 4 5
-0.2+
-12 [
2.x10 _04[
1.x10712 - 08¢
-0.8]
. . . -t
10 20 30 40 50 ~WOf

Figura 4.1: Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao para o = 0.46 e
vV >0.

Este resultado nao esta em acordo com as observagoes recentes, que indicam que o
universo estd se expandindo em um ritmo acelerado [65].
A escolha de um valor negativo para o potencial, Fig. 4.2, leva para um modelo ciclico

do universo composto de fases aceleradas e desaceleradas, como visto em [66, 67, 68|

Fatorde Escala Parametro de Desaceleracéo
a(t) q(t)
6000 - _1

- i

1000 -

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Figura 4.2: Evolugao do fator de escala e parametro de desaceleragao para o = 0.46 e
V <0.

Obtemos resultados similares para os valores &« > 0.5 and V' > 0, como visto em
Fig. 4.3; E para a < 0 e V < 0, como visto em Fig. 4.4.

Temos duas possibilidades de valores para a e V' para obtermos resultados consistentes
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alt) Fatorde Escala Parametro de Desaceleracéao
q(t)

10§
0.2}
0.8
L L L L L t
1 20 30 40 50
0.6 _0af
0.4 - -0.41
-06+
0.2}
-0.8[
- t
10 20 30 40 50 -1.0f

Figura 4.3: Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao para a = 0.5 e
vV >0.

Fator de Escala Parametro de Desaceleracéao
a(t) q(t)
1.0
120
0.8 100
80
0.6
60
0.4 a0l
0.2 20
L L L L L t L 1 L L t
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 4.4: Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao paraa < 0eV < 0.

com as observagoes recentes: a > 0.5 e V < 0, como visto em Fig 4.5, Ea<0eV > 0,
como mostra em Fig 4.6.

Parametro de Desaceleragédo

q(t)
a(t) Fatorde Escala

-1.0000 |

25x10M19 |
-1.0005 |

119 [
2.0x10 -1.0010 -
15x10119 1 -1.0015 -
1.0x10119 [ -1.0020 |-
5.0x10"18 | ~10025¢
J -1.0030 |

L i i i L t 1 1 1 L L t
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Figura 4.5: Evolucao do fator de escala e parametro de desaceleracao para a > 0.5 e
V <0.

Os dois resultados acima exibem um universo com expansao acelerada, e estao de

acordo com os dados observacionais.
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Fator de Escala Parametro de Desaceleragédo
a(t) q(®)
-1.0000 +
15x1013 -1.0002 -
-1.0004 -
1.0x1013
-1.0006 +
5.0x1012 - -1.0008 -
-1.0010 +
L i i L L t - L 1 1 L L [
10 20 30 40 50 2 4 6 8 10

Figura 4.6: Evolugao do fator de escala e parametro de desaceleragao paraa < 0eV > 0.

4.2.2 Caso 2: £ #0

No vécuo, o campo de bumblebee se torna
B, = (b,0), (4.42)

e as equagoes de Friedman modificadas, equagoes (4.35) e (4.36), se tornam

H2(1 — £B?) = %W _ gb?% (4.43)

<H2 + 23) (1 —€B?) = kpx. (4.44)

Usando que H = a/a e a equagao (4.32), ficamos com

i

-+ A= = 4.4
_tA4A—5 =0, (4.45)
onde definimos
P +a-—1
Resolvendo a equagao (4.45), obtemos
a(t) = ¢y [(1 4 A)t — ¢;] 757, (4.47)

e o parametro de desaceleragao obtido ¢ dado por

g=—A. (4.48)
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Se a constante A, equacao (4.46), for um nimero positivo, o parametro de desacelera-
¢ao sera negativo e o universo exibira uma expansao acelerada. Em adicao, se a constante
de acoplamento for zero, a expansao acelerada ocorrerd somente quando o > 1.

Os resultados apresentados nesta segao estao publicados em [69].

4.3 Meétrica Tipo-Godel no Modelo Bumblebee

No trabalho [70], mostramos que a solu¢ao de Godel na gravidade de bumblebee s6
acontece se o tensor de stress de bumblebee for nulo. Portanto, a quebra espontanea da
simetria de Lorentz pode ser compativel com a existéncia das CTC’s apenas em certas si-
tuacoes, tal que B, é um vetor constante (assim, o tensor B,,, desaparece) que corresponde
ao vacuo da teoria, enquanto em outros casos, a consisténcia é comprometida. Portanto,
algumas formas de quebra espontéanea de simetria permitem descartar as CTC’s.

Agora iremos analisar a consisténcia da métrica tipo-Gddel com o modelo bumblebee,
e estudar as suas questoes de causalidade. Para facilitar os calculos, vamos reescrever as

equacgoes no referencial de tetradas, que se tornam

1
Gac =K |:2V/BABC — BapBc” — (V + §BDEBDE) TIAC]

1
+& {EBDBERDEUAC — BAB"Rpc — BcB”Rpa
1 1
+ QVDVA(BDBc) + §VDVC<BDBA)
—§VDVE<B B )TIAC - §D<BABc) + kT 4c. (4.49)
Para calcular as equagoes de campo, escolheremos o ansatz para o campo de bumblebee

Ba = (B(1),0,0,0), (4.50)

que satisfaz a condicao de vacuo n“ByBg = +b%.
Vamos comegar a analise com o fluido perfeito com vorticidade w, densidade p e pressao

p, tal que seu tensor energia-momento é

T,E\]g) = (p+p)uaup — pnas, (4.51)
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cujas componentes no referencial de tetradas sao
M M M M
To(o ) = Ps T1(1 ) = T2(2 ) = Tg(3 ) = b, (4.52)

onde a 4-velocidade é us = (1,0,0,0).
Para obtermos solugao causal, vamos considerar a introducao de:
(i) O tensor energia-momento T%5 associado ao campo escalar ® que no espago tan-

gente é

1
T = V4OV 50 — 51N VeV po, (4.53)

onde V4 ¢ a derivada covariante com respeito a base 84 = e4zdz®. Assumindo, por
simplicidade, que

®(z) = sz + constante, (4.54)

as componentes nao-nulas do tensor energia-momento associadas ao campo escalar sao
(S) (8) ($) _ m(s) _ S
Toy' = -1y = -1y =T33 = 9 (4.55)

(ii) As componentes nao nulas do tensor-energia momento associado ao campo eletro-
magnético, sao

00 11 -

2
EM EM EM EM €
T — M) (M) (] >:§, (4.56)

Assim, o tensor energia-momento se torna
Tap =TSy + 15 + T, (4.57)

Devido a dificuldade de resolvermos as equacoes de campo, é impossivel obtermos uma
solugao analitica. Entao vamos nos restringir a dois casos de solugao. No primeiro caso, a
constante de acoplamento ¢ é nula. No segundo caso, buscaremos uma solugao de vacuo,

onde o campo bumblebee se torna uma constante que minimiza o potencial.
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4.3.1 Caso1l: £=0

Quando a constante de acoplamento é nula, a equagao (4.27) fornece
V'B =0, (4.58)

forcando o campo bumblebee a repousar em um dos extremos do potencial, que o impede
de evoluir com o tempo. E também, quando £ = 0, obtemos V' = B=B=0¢ V = 1},

e a equagao de campo (4.49) se torna
Gac = —kVonac + kT ac. (4.59)

Definindo a constante de Einstein k = 1, e Tyc = T}%, as componentes nao nulas da

equacao de campo sao

3w? —m? = p—Vj, (4.60)
w? =p+ Vg, (4.61)
m? —w? =p+ V. (4.62)

Combinando as equagoes acima, obtemos

p=w’+Vj, (4.63)
p=w?—Vj, (4.64)
m? = 2w (4.65)

A equagao (4.65) corresponde a solugdo de Godel que leva a violagao de causalidade. As
equacgoes acima tém uma grande semelhanca com as equagoes da relatividade geral, com
—Vy fazendo o papel da constante cosmologica.

Considerando a introduc¢ao do campo escalar, equagao (4.53), as equagoes de campo
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se tornam

2

3w2—m2:p—V0+%, (4.66)
2
W =p+Vo— 7. (4.67)
2
m2—w2:p+%+%. (4.68)
Destas equagoes, obtemos
3
p=w>+Vy— 532, (4.69)
2
pzwz—vo+%, (4.70)
m? — 2w? = s°. (4.71)

Devido a introducao do campo escalar, temos a liberdade de escolha do valor de m?.
Note que, se s > 0, entdo m? = 4w? ¢ um valor possivel, que leva a uma solucao causal.
O valor positivo da densidade p e da pressao p sao garantidos se o valor do potencial

Vb esta delimitado pelo intervalo

3 1
532 — W<V < 532 + w?, (4.72)
que leva para
22 > 52, (4.73)
implicando que
Vo = 2w?. (4.74)

Este resultado leva para um solugao causal, que ¢ m? = 4w? E das equagoes (4.69) e
(4.70), obtemos que p = p = 0.

Se consideramos a introdugao do campo eletromagnético, ficamos com o tensor energia-
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momento, equagao (4.57). Assim, as equagoes de campo (4.69) a (4.71) se tornam

2 3
P:w2+%+vo— 55 (4.75)
p:w2—%—§+§, (4.76)
m? — 2w? = % — €2, (4.77)
e obtemos
252—%2—w2§%§%<92—%2+w2, (4.78)

que leva para as equagoes (4.73) e (4.74), e para a solugao causal com p = p = 0, somente
se

2 =0. (4.79)

Portanto, a solugao causal somente é possivel para o caso com campo escalar.

4.3.2 Caso 2: £#0

No vacuo, V' =V = 0, que leva a equagao de campo (4.49), para
1
GAC = 5 EBDBERDEUAC - BABDRDC - BcBDRDA + TAC- (4.80)

As componentes nao-nulas das equagoes de campo para o tensor energia-momento do

fluido perfeito, equacao (4.51), sdo

3w? —m? = —3Ew’b? + p, (4.81)
w? = —£w’b* +p, (4.82)
m? —w? = —£wW?* + p, (4.83)
que podem ser reescritas como
p = w’(1+ 3¢b%), (4.84)
p=w(1+&b%), (4.85)

m? = 2w?. (4.86)
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A equagao (4.86) corresponde a solugao de Godel, que leva para a violagao de causalidade.

O raio critico, equagao (2.24), é modificado,

2 2
r. = —senh (1)

- = N T sinh™*(1). (4.87)

Ou seja, temos uma corregao, que surge da violacao de Lorentz, para o valor do raio critico.
Portanto, uma solucao causal é possivel quando p + p = 4£w?b?, sendo que r. — 0.
Podemos obter outra solugao causal ao considerarmos o campo escalar, equagao (4.53).

Assim, as componentes nao-nulas das equagoes de campo se tornam

3
p=w*(1+ 3¢b%) — 532, (4.88)
2
p=w?(1+ &%) + 5 (4.89)
m? = 2w* + 52, (4.90)

Como na equagao (4.71), a introdugao do campo escalar fornece a liberdade de escolha
para o valor de m?. Entao, m? = 4w? é um valor possivel, que leva para a solucao causal
tipo-Godel.

Considerando a introdugao do campo eletromagnético, equagao (4.57), as componentes

nao-nulas das equagoes de campo sao

2 o, € 3,
p:w(1+3§b)+5—§s, (4.91)
) o8
p:w(1+§b)—5+?7 (4.92)
m? = 2w? 4 5% — 2. (4.93)

Devido a introdugao do campo escalar e campo eletromagnético, a liberdade de escolha
do valor de m? se mantém. Assim, se s>2—e? > 0, a solucao causal com m? = 4w? é possivel.

Os resultados apresentados nesta segao foram publicados em [71].



Conclusoes

Neste trabalho estudamos dois modelos de gravitagao modificada. A geometria de
Lyra e a gravidade de bumblebee.

Na geometria de Lyra, nossos resultados mostraram que as solugoes das equagoes de
campo dependem da escolha do vetor deslocamento ¢,. Para a escolha dada pela equa-
¢ao (3.73), a métrica de Godel é uma solugao das equagdes de Einstein na variedade de
Lyra. Aqui as solugoes usuais da GR sao alteradas por um fator constante. Em adigao,
para um universe vazio, o parametro b? é igual a constante cosmolédgica na geometria de

Riemann. Para estudarmos as solugoes tipo-Gddel, diferentes casos sao considerados.

1. Fluido perfeito como fonte de matéria:

(i) Vetor deslocamento dado pela equagao (3.85); Para A = 0, a solugao original de
Godel é obtida para a condicao m? = 2w? que emerge naturalmente. A partir desta
condicao, o parametro b? pode ser interpretado como uma constante cosmologica
negativa. Para A # 0, a solugao de Godel é novamente obtida. O raio critico para a

violacao de causalidade é calculado e uma condicao para a solugao causal é obtida.

(ii) Vetor deslocamento dado pela equacao (3.98); Com A = 0, duas classes de solugao
sao consideradas. A primeira classe corresponde ao caso m? = 0 e entao b = w? =
constante. A segunda classe corresponde & m? > 0. Neste caso, temos dois casos
diferentes: (a) Caso nao-causal: Se v* = 0, a solugao de Godel com m? = 2w? é
recuperada; (b) Caso causal: Se 0 = —w?, a relacdo causal, m? = 4w?, ¢ obtida.

Para A # 0, a solugao causal é obtida e leva a um valor complexo para a vorticidade.

2. Fontes de matéria - Fluido perfeito mais campo escalar:



55

(i) Vetor deslocamento dado pela equagdo (3.85); Quando A = 0, a introdugao do
campo escalar fornece liberdade de escolha para o valor de m? e as solucoes causal
e nao-causal foram encontradas. Quando A # 0, a solugao causal é obtida para

2w? = ke?, que leva para b? = Lk(p+ p).

(ii) Vetor deslocamento dado pela equacao (3.98); Em ambos os casos, A =0 e A # 0,

a solucao causal foi determinada com um valor particular para o parametro b2.

Portanto, nossos resultados mostraram que é possivel evitar a violagao de causalidade
na geometria de Lyra escolhendo um valor particular para o parametro que surge da
geometria. E para o fluido perfeito como fonte de matéria, a solugao causal é determinada.

O estudo do modelo bumblebee aqui desenvolvido, tanto para o modelo de energia
escura de Ricci, quanto para a métrica tipo-Godel, divide-se em dois casos que dependem
do valor da constante de acoplamento, £. A constante de acoplamento controla a interagao
nao-minima entre a gravidade e campo de bumblebee. O caso com ¢ = 0 leva a um
potencial constante como sendo a contribui¢ao do campo de bumblebee. Para o caso £ # 0,
a solucao no vacuo é considerada, portanto, nao hé contribuicao devido ao potencial.

Ao considerar o modelo de energia escura de Ricci no contexto do modelo bumblebee,
usamos a métrica FRW para calcular o fator de escala e o parametro de desaceleracao.

Neste estudo encontramos os seguintes resultados:

(i) Constante de acoplamento & = 0:

Quando a constante de acoplamento é zero, o campo de bumblebee repousa em
um dos extremos do seu potencial, o que o impede de evoluir com o tempo. Neste
caso, o fator de escala e o parametro de desaceleracao dependem de um potencial
constante V{, e de a;, um parametro que vem do modelo de energia escura de Ricci.
Além disso, a escolha de a e V pode determinar um universo ciclico, com fases de

aceleragao e desaceleragao, ou um universo apenas com aceleragao.

(ii) Constante de acomplamento & # 0:

No caso da constante de acoplamento diferente de zero, a solu¢ao no vacuo é con-
siderada. Esta solu¢ao surge quando o campo bumblebee B, permanece fixo em
seu valor esperado de vacuo b,. Este caso exibe um fator de escala que leva a uma

expansao acelerada. Portanto, nossos resultados mostram que o estado de expansao
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acelerada do universo pode ser entendido por um modelo gravitacional com violacao

da simetria de Lorentz combinado com a densidade de energia escura de Ricci.

Além disso, nossos resultados mostram que o estado de expansao acelerada do universo

pode ser entendido por um modelo gravitacional com violacao da simetria de Lorentz

combinado com a densidade de energia escura de Ricci.

A métrica tipo-Godel no contexto do modelo de bumblebee foi analisada para os

seguintes casos:

(i)

Constante de acoplamento & = 0:

A primeira analise considera o fluido perfeito como fonte de matéria. Combinando as
equacgoes de campo, a solucao de Godel é obtida. Entao a violacao de causalidade é
permitida. Ao comparar nossos resultados com os resultados da relatividade geral, o
potencial V, pode estar associado a constante cosmologica. Para obter uma solugao
causal, outras fontes de matéria sao consideradas. Combinando fluido perfeito e
campo escalar como fonte de matéria, surge a liberdade de escolher os parametros
da métrica e, em seguida, é obtida uma solugao causal do tipo-Gédel. Além disso,
a positividade da densidade de energia e da pressao leva a mesma relagao entre o
potencial de bumblebee e a constante cosmologica. Uma terceira fonte de matéria é
introduzida. Agora, o tensor energia-momento total é composto por fluido perfeito,
campo escalar e campo eletromagnético. Para certas restrigoes na relagao entre os

campos escalar e eletromagnético, é possivel uma solugao causal.

Constante de acomplamento & # 0:

Tomando as equagoes de campo para o fluido perfeito como conteudo da matéria,
a solugao de Godel é recuperada. Aqui o raio critico é calculado. Ele é modificado
por correcoes devido & violacao de Lorentz. Da mesma forma, como no primeiro
caso, diferentes fontes de matéria sao consideradas. Isso nos da liberdade que nos

permite obter condi¢oes que levam a uma solugao do tipo-Gdédel causal.

Portanto, ambas as solu¢oes causal e nao causal sao permitidas no modelo de bumble-

bee.

Como extensao do trabalho até aqui desenvolvido, iremos estudar teoria de campos

a temperatura finita na sua formulacao de tempo real, conhecida como Thermo Field
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Dynamics (TFD) |72, 73], baseada numa construgao via operadores, que permite incorpo-
rar temperatura para o tratamento de sistemas quanticos em equilibrio térmico. Usando
TFD podemos estudar varias aplicagoes em gravitacao e em teoria quantica de campos.
Por exemplo, processos de espalhamento entre particulas a temperatura finita. E tam-
bém temos o interesse em analisar o efeito Casimir a temperatura finita para diferentes
modelos.

Para estudar processos de espalhamento envolvendo efeitos gravitacionais, iremos con-
siderar a teoria gravitoeletromagnética (GEM). GEM descreve a dindmica do campo gra-
vitacional em uma maneira similar aquela do campo eletromagnético. A abordagem que
seré utilizada consiste em decompor o tensor de Weyl em duas partes, a gravitomagnética
e a gravitoelétrica [74]. A lagrangiana da teoria inclui interagoes de gravitons e férmions,

que nos permite calcular suas amplitudes de espalhamento e se¢oes de choque.
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In this paper, the causality issues are discussed in a non-Riemannian geometry, called
Lyra geometry. It is a non-Riemannian geometry originated from Weyl geometry. In order
to compare this geometry with the Riemannian geometry, the Einstein field equations
are considered. It is verified that the Godel and Godel-type metric are consistent with
this non-Riemannian geometry. A non-trivial solution for Godel universe in the absence
of matter sources is determined without analogue in general relativity. Different sources
are considered and then different conditions for causal and non-causal solutions are
discussed.
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1. Introduction

General Relativity (GR) [1] is a relativistic theory of gravity that accurately
explains several gravitational phenomena [2]. However, it faces some challenges
of both observational and theoretical nature (see, e.g. the recent overview [3] and
references therein), such as accelerated expansion of the universe and the presence
of a mysterious form of matter which cannot be directly observed. In addition,
there is still no complete and consistent quantum theory of gravity. From these
facts emerges the possibility that GR may be modified. Several modified grav-
ity theories have been developed, such as F(R) gravity [4, 5], bumblebee model
[6], Chern-Simons gravity [7], Brans-Dicke theory [8], F(R,T) gravity [9], higher
derivative gravity [10], hybrid metric-Palatini gravity [11], conformally coupled
general relativity [12], bigravity [13], non-commutative space-times [14], de Sitter
Horndeski models [15], gravity with Lorentz violation [16], orbital effects of Lorentz-
violating gravitomagnetism [17], Chameleonic theories [18], generalized f(R, ®, X)
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The Ricci dark energy is a model inspired by the holographic dark energy models with
the dark energy density being proportional to Ricci scalar curvature. Here, this model
is studied in the bumblebee gravity theory. It is a gravitational theory that exhibit
spontaneous Lorentz symmetry breaking. Then, the modified Friedmann equation is
solved for two cases. In the first case, the coupling constant & is equal to zero and in the
second case a solution in the vacuum, where the bumblebee field becomes a constant that
minimizes the potential, is considered. The coupling constant controls the interaction
gravity-bumblebee.

Keywords: Ricci dark energy; bumblebee model; modified Friedmann equation.
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1. Introduction

General relativity describes gravitation at a classical level. Although it is a theory
of gravity successfully tested, it does not explain some observational data. Observa-
tional results lead to evidences for a phase of accelerated expansion of the current
universe.!™” This acceleration may be explained by a new component called dark
energy that corresponds to approximately 70% of the energy content of the universe
and its nature is still not clear at the present moment. The cosmological constant
A is the simplest candidate to describe dark energy. It is a fundamental ingredient
of the A-CDM model,® the most consistent model with the experimental observa-
tions. However, this model suffers from two major issues, the fine-tuning problem

0—120

(the observed value of the cosmological constant is of the order of 1 smaller
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The bumblebee field coupled with gravity is considered. This gravitational theory exhi-
bits spontaneous breaking of Lorentz symmetry. The Godel-type universe is introduced
and then the causality and its violation are studied. Causal and noncausal Gédel-type
solutions are obtained for different content of matter. In addition, when the coupling
constant, which controls the interaction between the bumblebee field and the gravita-
tional field, is zero the bumblebee potential may be associated with the value of the
cosmological constant of the general relativity. Furthermore, the case with the nonzero
coupling constant is also investigated.

Keywords: Bumblebee gravity; Goédel-type universes; causal and noncausal solutions.
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1. Introduction

Standard Model (SM) and General Relativity (GR) are examples of theories that
describe the fundamental forces of nature. These theories have been extensively
tested over the years and their theoretical predictions are confirmed experimen-
tally. Although SM describes fundamental interactions at a quantum level, GR is a
classical theory. So, at the present moment, a consistent quantum gravity theory,
which unifies GR and quantum mechanics, has not been constructed. However,
some models that unify SM and GR have been developed. A unified theory leads
to a deeper understanding of nature. The physical effects of this unification theory
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