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Muda, que quando a gente muda o
mundo muda com a gente. A gente
muda o mundo na mudanca da mente.
E quando a mente muda a gente anda

pra frente. (Gabriel, o pensador)
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Nao ¢ o conhecimento, mas o ato de
aprender, nao a posse mas o ato de che-
gar ld, que concede a maior satisfacao.

Gauss.



Resumo

Neste trabalho faremos um estudo sobre o conjunto dos inteiros gaussianos, que ¢é for-
mado pelos niimeros da forma a+bi, onde a e b sao inteiros. Iremos relembrar algumas
propriedades importantes dos Inteiros e estendé-las para o conjunto dos inteiros gaussia-
nos, como divisibilidade, divisao euclidiana, fatoragao e aritmética modular. Em seguida,
apresentaremos uma classificacao para os primos gaussianos, isto é, quais sao os inteiros
gaussianos que sao primos. E por fim, daremos uma versao do Pequeno teorema de Fer-
mat e do Teorema de Euler e uma férmula fechada para calcular a funcao phi de Euler

para todo inteiro gaussiano.

Palavras chave: Inteiro Gaussiano, Norma, Pequeno Teorema de Fermat, Funcao de

Euler, Teorema de Euler, Primos Gaussianos.
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Abstract

In this paper we will study the set of gaussian integer, which is formed by the numbers of
the form a + bi , where a and b are integers. We will recall some important properties of
integers and extend them to set of gaussian integers, such as divisibility, euclidean division,
factorization and modular arithmetic. Next, we present a classification for Gaussian
prime, that is, which Gaussian integers are prime. And finally, we will give a version of
Fermat’s Little Theorem and Euler’s Theorem and a closed formula for calculating Fuler’s

phi function for every Gaussian integer.

Keywords: Gaussian Integer, Norm, Fermat’s Little Theorem, Euler’s Function, Euler’s

Theorem, Gaussian Prime.
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Introducao

“A Matemdtica é a rainha das ciéncias e a teoria dos
numeros é a rainha das matematicas.”

(Gauss)

Entre os anos de 1808 e 1825, Carl F. Gauss, ao investigar propriedades relaci-
onadas & reciprocidade ciibica (2® = ¢ mod p onde p e ¢ sdo primos) e a reciprocidade
biquadratica (z* = ¢ mod p onde p e ¢ sdo primos), percebeu que essa investigacao po-
deria ser melhor e mais simples se trabalhasse sobre Z[i], o anel formado por ntimeros
complexos da forma a + bi, onde a, b € Z e i* = —1. Gauss fez a extensdo das pro-
priedades de Z para Z|i] e percebeu que grande parte da Teoria de Euclides poderia ser
transportada para Z[i], o que consequentemente trouxe diversas contribuigoes para a Te-
oria dos Numeros. Trabalhando em Z[i], desenvolveu a Teoria da Fatoragdo em primos
e demonstrou que a decomposi¢ao em primos é unica, idéntica ao que acontece em Z. O
anel Zl[i] ficou conhecido como o conjunto dos Inteiros Gaussianos.

Através dessa teoria formulada por Gauss, nosso objetivo neste trabalho é fazer
a extensao do Pequeno Teorema de Fermat e a funcao e teorema de Euler para os inteiros
gaussianos.

No primeiro capitulo, faremos uma revisao das principais propriedades da teoria
dos inteiros como divisibilidade, algoritmo da divisao, algoritmo de Euclides, fatoracao
Unica e a aritmética modular. Nessa ultima, iremos falar sobre classes residuais, Pequeno
Teorema de Fermat e a Funcao e Teorema de Euler, tomaremos como referéncia Hefez
(2016), Hefez (2006), Piffer (2014), Aradjo (2017), de Oliveira Santos (2007) e Rosen
(2011).

No segundo capitulo, através dos estudos de Conrad (2008), faremos a extensao
para Z[i| das propriedades estudadas no capitulo 1 e também definiremos a fun¢ao norma,

unidades e associados. Usaremos, como suporte, para a construcao deste capitulo, as



referéncias Campos Filho (2014) e Stein (1976).

No terceiro capitulo, trataremos sobre a aritmética modular em Z[i], definindo
a congruéncia e verificando que ela é uma relagao de equivaléncia. Construiremos os
conjunto das classes residuais médulo algum inteiro gaussiano e faremos a representacao
das classes residuais geometricamente. Faremos a demonstracao do Pequeno Teorema de
Fermat em Z[i], baseado em Conrad (2008), Roberson (2016), ¢ a demonstracao da funcao

e teorema de Euler, baseado em May (2015).



Capitulo 1

Propriedades classicas dos Inteiros-Z

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, propriedades e teoremas que
estao relacionados com a aritmética dos inteiros. Tradicionalmente escrevemos
Z = A{..,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}.Vamos considerar N = {0,1,2,3,...} o conjunto dos
nimeros naturais, N* = N — {0} = {1,2,3,..}, Z" = {# € Z : = > 0} e
7Z-={x€Z:x <0}

1.1 Divisibilidade

Defini¢ao 1. Sejam a,b € Z, com a # 0, diremos que a divide b, escrevemos alb, quando
existir ¢ € 7 tal que b = a - c. Quando a divide b, dizemos também que a é um divisor de

b ou um fator de b e que b é um maltiplo de a. Se a nao divide b, escrevemos a 1 b.
Exemplo 1. Como 12 =3 -4, entdo 3|12.

Exemplo 2. 4125, pois se dividisse ezistiria ¢ € Z tal que 25 = 4 - ¢ e essa igualdade o
25 25 ¢7

—, mas — .

4’ 4

Proposicao 1. Se a, b e ¢ sao inteiros e alb e blc, entdo alc.

€ possivel se ¢ =

Demonstra¢ao. Como alb e blc, existem e e f tal que b = ae e ¢ = bf. Substituindo a

primeira equagao na segunda, obtemos ¢ = (ae)f = a(ef). Portanto, alc. O
Proposicao 2. Se a,b,c,m e n sdao inteiros, cla e c|b entdo clam + bn.

Demonstracao. Se cla e c|b, entdo a = kyc e b = kyc para ki, ky € Z. Multiplicando essas
equacoes por m e n, respectivamente, teremos ma = mkyc e nb = nkyc. Somando membro

a membro, temos que ma + nb = ¢(mky + nky). Portanto, clam + bn. O

3



Exemplo 3. Como 3|6 e 3|15, entao 3|6 -7+ 15 - 2.

1.2 Teorema da Divisao

Teorema 3. (Divisao Euclideana) Se a e b sio inteiros com b > 0, entdo existem inteiros

unicos q e r tais que
a=b-q+r, com0<r<b.

Demonstracao. Considere S o conjunto de todos os inteiros da forma a — bk, onde k é um
inteiro, ou seja, S = {a—bk : k € Z}. Seja T o conjunto de todos os niimeros inteiros nao
negativos em S. T nao é vazio, pois a — bk ¢é positivo sempre que k£ é um nimero inteiro
com k < a/b.

Pelo Principio da Boa Ordem, T tem um menor elemento r = a—bk. Sabemos que
r > 0, entao vamos verificar que r < b Suponha r > b, entao
r>r—b=a—bg—b=a—0b(qg+1) >0, oque éuma contradigdo, ja que r = a — bq é o
menor elemento de T'. Dai, 0 < r < b.

Para mostrar que ¢ e r sao Unicos, assuma que temos as equacoes a = bq; + 11 €
a=bgy+ 1y, com0 <7 <bel<ry<b Subtraindo a segunda dessas equagoes pela

primeira, descobrimos que
0=>0b(¢ — @) + (r1 —r2).
Portanto, vemos que
re — 11 =b(q1 — q2).

Isso nos diz que b divide ro — ;. Como 0 <1y <be 0 <ry <b, temos —b < ro —1r; <b.
Portanto, b pode dividir r9 — r; somente se ro —r; = 0 ou, em outras palavras, se ro = ry.
Como bg; + 11 = bgs + 19 € 79 = 11, segue que q; = @2. Isso mostra que o quociente g e o

resto r sao unicos. O
Observacao 1. No Teorema 3, se b < 0 entdo —b > 0, logo a = b(—q) +r, 0 <r < —b.

Exemplo 4. Ache o quociente e o resto da divisao de 23 por 3.

Considere as diferencas sucessivas:

23 -3=120,23-2-3=17,23-3-3=14,23-4-3=11,23-5-3 =38,
23-6-3=5,23—-7-3=2< 3.

4



Isto nos da g =7 er = 2.

1.3 O Algoritmo de Euclides

Definicao 2. Sejam a,b e d inteiros nao nulos. Diremos que d > 0 serd o mdzimo divisor

comum de a e b, quando:
i) dla e d|b;

i1) d ¢ divisivel por todo divisor comum de a e b, ou seja, se ¢ € um divisor comum de

a eb, entao c|d.
Indicamos o mdximo divisor comum de a e b por d = mdc(a,b).
Teorema 4. Sea,b € Z e a = b-q+r, onde q e r sdo inteiros, entao mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstracao. Da relacao a = b - ¢ + r podemos concluir que todo divisor de b e r é um
divisor de a (Proposigao 2). Esta mesma relagao, escrita na forma r = a — b - ¢, nos diz
que todo divisor de a e b é um divisor de r. Logo o conjunto dos divisores comuns de a
e b e o conjunto dos divisores comuns de b e r sao iguais, o que nos garante o resultado

mdc(a,b) = mde(b,r). O

Teorema 5. (Algoritmo de Euclides) Tome a,b € Z, com b # 0. Aplicando repetidamente

o Teorema da Divisdo onde o resto € diferente de zero, teremos

a=b-q +r, com0<r  <b
b=r1-qa+1y, com0<ry<r

rm="r9-q3+1r3, com0<rsg<ry

Em algum momento, temos r, = 0.
Pelo Teorema 4, mdc(a,b) = mde(b,r1) = mde(ry,re) = mdce(rg,r3) = ... =

mde(rp_1,7 =0) =7,_1.
Demonstracao. Pela Divisao euclideana, temos que

a=b-q +ri,com0<r <b.



Pelo Teorema 4, mdc(a,b) = mdc(b,r1), desta forma temos duas situagoes:
e 7 = 0, neste caso mdc(b,r1) = b = mdc(a,b), pois b|a.
e 1 # 0, neste caso fazemos a divisao euclideana de b por rq, obtendo
b=1r1-qa+ 1y, com0<ry <nr
Segue que mdc(b,r1) = mdc(ry,m2). Novamente pode ocorrer duas situagoes:
e 75 = 0, neste caso mde(ry,rg) = r1.
e 15 # 0, neste caso fazemos a divisao euclideana de r; por ry, obtendo
rir ="y q3+ 13, com 0 < rg <.
Segue que
mdc(a,b) = mdc(b, 1) = mdc(ry, re) = mdc(ra, 3)

e assim sucessivamente.
Definindo ry = b, existe um valor n natural que r,.1 = 0 e r, # 0. De fato, se

tivéssemos para todo n # 0, terfamos uma sequéncia infinita

rog>T1r1 >19 > ... > 0.

Segue que
mdc(a,b) = mde(b,ry) = mdce(ry, ) = ... = mde(rp, Tpe1) = mdce(ry,, 0) = 7,
Portanto, o dltimo resto nao nulo r,, deste processo, fornece o valor de mdc(a,b). O

Defini¢ao 3. Dizemos que a e b € Z sao relativamente primos quando mdc(a,b) = 1.

Exemplo 5. Calcule o mdc de 372 e 162.

Fazendo as divisoes sucessivas, temos

372 =162 -2 448

162 = 48 -3 4 18

48 =18-2+12
18=12-1+6
12=6-240.

Como o dltimo resto diferente de zero é 6, entdo mdc(372,162) = 6.

6



Exemplo 6. Calcule o mde de 194 e 175.

Fazendo as divisoes sucessivas, temos

194 =175-1+19

175 =19-9+14
19=4-443
4=3-1+1
3=1-34+0.

Como o dltimo resto diferente de zero é 1, entdo mdc(194,175) = 1 e 194 e 175 sdo

relativamente primos.

1.4 O Teorema de Bezout

Teorema 6. (Teorema de Bézout) Seja a,b € Z, diferentes de zero e mdc(a,b) = c.

Entao ¢ = ax + by, para algum x,y € Z.

Demonstracao. Considere o conjunto C sendo todas as combinacoes lineares possiveis de
a e b. Pelo Principio da Boa Ordem, existe n = axq + by, onde n é o menor elemento de

C'. Suponha, por absurdo, que n { a. Entdo a = ng+r, com 0 < r < n.

r=a—nq=a-— (axy+ byo)q
= a — azoq — byoq

= a(1 = zoq) + b(—yoq)-

Entao r € C, pois r > 0 e r < n, contradizendo o fato de n ser o menor elemento de C'.
Portanto, n|a. Analogamente, podemos mostrar que n|b. Assim, n é o divisor comum de
a e b. Vamos mostrar que n = d. De fato, pois se d = mdc(a,b), entdo a = dgq; e b = dgs.

Agora n = axg + byg = n = d(q170 + q2y0) = djn = d < n=d=n. H

Corolario 7. Sejam a,b inteiros relativamente primos, entao exvistem x,y € Z tal que

ar + by = 1.

Demonstra¢ao. Como a e b sao relativamente primos, entao mdc(a,b) = 1. Pelo Teorema

6, existem z,y € Z tal que ax + by = 1. n



Exemplo 7. Vimos no Exemplo 6 que 194 e 175 sao relativamente primos, pois mdc(194,175) =
1. Agora escreveremos 1 como uma combinacao linear de 194 e 175, conforme o Teorema

de Bezout:

1=4-3-1
1=4—(19-4-4)-1
1=4.-5-19-1
1=(175-19-9)-5—19-1
1=175-5—19-46
1=175-5— (194 — 175 -1) - 46
1=175-51 — 194 - 46

1=175-51 + 194 - (—46).

Teorema 8. Se albc e mdc(a,b) =1, entdo alc.

Demonstra¢ao. Como mde(a,b) = 1, entdo existem m,n € Z tal que am + bn = 1
(Corolério 7). Multiplicando todos os lados dessa igualdade por ¢ temos, n(ac)+m(bc) = c.

Como alac e, por hipétese, a|bc entao, pela Proposigao 2, alc. ]

Teorema 9. Seja a,b,c € Z tal que mde(a,b) =1 e c=a-b. Entao para algum k € Z,

mde(c, k) =1 se, e somente se mdc(a, k) =1 e mde(b, k) = 1.

Demonstracao. Seja a,b,c € 7Z tal que a e b sao relativamente primos e ¢ = a - b. As-
suma que mdc(a, k) # 1 ou mde(b, k) # 1. Sem perda de generalidade, assuma que
mdc(a, k) = m para algum m € Z, m > 1. Entdo m|a e m|k. Além disso, ja que alc,
sabemos que m|c. Como m|c e m|k, sabemos que m é um divisor comum, diferente de
1, de c e k. Entao ¢ e k nao sao relativamente primos. O mesmo acontece se supo-
mos mdc(b, k) = m com m # 1. Por contrapositiva, temos que se mdc(c, k) = 1 entao
mdc(a, k) =1 e mde(b, k) = 1.

Agora, suponha que o mdc(a, k) = 1 e mde(b, k) = 1. Entao, af + kg = 1 e

bh + ki = 1 para algum f,g,h,7 € Z. Multiplicando as equagoes membro a membro,



temos

(af + kg)(bh + ki) = 1
afbh + afki + kgbh + kgki = 1.

Como ¢ =a - b,
c(fh) + k(afi+ gbh + gki) = 1.

Portanto, mde(c, k) = 1. O

1.5 Fatoracao Unica

Definicao 4. Um nimero primo é wm niumero inteiro positivo maior do que 1 que é

divisivel apenas por 1 e ele proprio.

Definicao 5. Um numero inteiro positivo maior que 1 que nao é primo é chamado de

composto.
Lema 10. Se plab, p primo, entdo pla ou plb.
Demonstragao. Se p 1 a, entao mde(a,p) = 1 o que implica, pelo Teorema 8, plb. ]

Teorema 11. (Fatoracdo Unica) Todo inteiro maior do que 1 pode ser representado de
maneira unica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos, ndo necessaria-

mente distintos.

Demonstracao. Faremos a prova por contradicao. Vamos supor que algum ntimero inteiro
positivo nao possa ser escrito como um produto de niimeros primos. Seja n o menor
nimero inteiro com tal propriedade, se n é primo, entao nao ha nada a ser demonstrado,
pois é um produto de primo. Se n é composto, entao n = ab, com 1 < a <nel <
b < n. Como a e b sao menores que n, eles devem ser um produto de niimeros primos.
Entao, como n = ab, concluimos que n também é um produto de nimeros primos. Essa
contradicao mostra que todo nimero inteiro positivo pode ser escrito como um produto
de ntimeros primos.

Para mostrarmos a unicidade iremos supor que n possua duas fatoragoes diferen-

tes em nimeros primos:



n = pip2...-Ps = q192...4z,

onde pi,pa,...,Ps € q1, G2, ..., G Sa0 primos, com p; <Py < ... <pseq < @ <. < gy

Ao remover todos os primos comuns das duas fatoragoes, obtemos

PiyPiy---Piy, = 45195245,

onde os numeros primos no lado esquerdo sao diferentes daqueles do lado direito, com
u > 1ewv > 1. No entanto, isso leva a uma contradicao do Lema 10, porque por esse
Lema, p;, deve dividir g;,, para algum k, o que ¢ impossivel, pois cada ¢;, ¢ primo e
¢ diferente de p;,. Portanto, a fatoracao em primos de um numero inteiro positivo n é

Unica. O

1.6 Aritmética Modular

Definicao 6. Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a € congruente a b modulo n, indicado por
a = b(mod n), quando nla —b. Ou seja, a — b = nk, para algum k € Z. Se a ndo €

congruente a b moédulo n, indicaremos por a # b( mod n).

Exemplo 8. Vamos verificar se 17 = 11(mod 5). Por definicao de congruéncia para que

seja verdade esta relagao, 5|17 — 11. Como 51 6, entdo 17 #Z 11( mod 5).
Exemplo 9. 21 = 13(mod 2), jd que 2|21 — 13.
Propriedades: 1. Sejam a,a’,b,b' € Z. Se a = a'(mod n) e b =V (mod n):
i) a+b=d +V(mod n);
i) ab = a'b'(mod n).

Demonstracao. i) Usando a defini¢ao de congruéncia, existe r, s € Z tal que a—a' = nr

e b— b =ns. Somando as equacoes membro a membro, temos

a—a +b—b =nr+mns

a+b—(ad+V)=n(r+s)

o que nos da que nja+b— (a' +b'), portanto a + b = a’ + V'(mod n).
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ii) Usando as equagdes do item i), iremos multiplicar a primeira por b e a segunda por

a’ e por fim faremos a soma delas.

bla—d)+d((b-=V)=0bnr)+d(ns)
ba — ba' +a’'b — d'b' = nbr +na's

ab — a't! = n(br + a's)
portanto, n|ab — a'l’, e assim pela definicao de congruéncia, ab = a't’'( mod n).
]

Exemplo 10. Como 21 = 13(mod 2) e 7= 5(mod 2). Somando as congruéncias, temos
28 = 18(mod 2). O que de fato é verdade, pois 2|28 — 18. Multiplicando as congruéncias,
temos 147 = 65( mod 2). De fato verdadeiro, pois 2|147 — 65.

A congruéncia é uma relagao de equivaléncia.
Propriedades: 2. Sejam a,b,c,n € 7Z.
i) (Reflexiva) a = a(mod n);
ii) (Simétrica) Se a = b(mod n), entdo b = a( mod n);
iii) (Transitiva) Se a = b(mod n) e b = ¢(mod n), entdio a = ¢( mod n).

Demonstracao. i) Temos que a —a = 0 e 0 é divisivel por n ou seja, n|0, que implica

nla — a, pela definicao de congruéncia a = a( mod n).

ii) Como n|a—b por hipdtese, entao existe k € Z tal que a—b = nk, somando b—a—nk
em ambos os membros, temos que —nk = b — a que nos dd n(—k) = b — a, assim

n|b — a, pela definigdo de congruéncia, b = a( mod n).

iii) Por hipétese, se a = b( mod n) e b = ¢( mod n), entdao nla — b e n|b — ¢, respectiva-
mente. Existem ky, ko € Z tal que a — b = nky; e b — ¢ = nky, somando membro a

membro as equacoes, temos

a—b+b—c=nk; + nky

a—c=n(k + ks)
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ou seja, nja — ¢, pela defini¢do de congruéncia, a = ¢( mod n).

m
Definicao 7. Sejam a,b € Z. Chamamos de classe residual de a modulo n, o conjunto
a={beZ;b=a(modn)}.

: o o L
O conjunto de todas as classes residuais modulo n € indicado por —. FEscrevemos também

(n)

— =Ly
(n)
. L 7
Exemplo 11. Enumere as possiveis classes residuais de @
As classes residuais de — sdo os possiveis restos na divisao por 5: 0,1,2,3 e 4.

(5)

Para enumerar, basta somarmos e subtrairmos 5 em cada classe residual:
{..,—15,—10,-5,0,5,10, 15, ...};
{...,—14,-9,—-4,1,6,11,16, ...},
2={.,—13,-8 -3,2,7,12,17,..};
{..,—12,-7,-2,3,8,13,18,...};
{..,—11,-6,—1,4,9,14,19, ...}.

Teorema 12. Se p € primo em Z, entdo ab = 0( mod p) se, e somente se a = 0( mod p)

ou b = 0(mod p).

Demonstra¢ao. Como p é primo e ab = 0(mod p), entdo plab, ou seja pla ou p|b, em
outras palavras, a = 0(mod p) ou b = 0(mod p). Reciprocamente, se a = 0( mod p),
temos que a = pk para algum k € Z, multiplicando essa equagao por b, temos ab = p(kb)

portanto, plab e ab = 0( mod p). Analogamente quando b = 0( mod p). ]

Defini¢ao 8. Sejam a,b € Z. Diremos que a possui inverso mdédulo b, se existir a' € 7

tal que aa’ = 1(mod b).

Teorema 13. Sejam a,b € Z, com b # 0. FEntio axr = 1(mod b) tem solugdo

se, e somente se mde(a,b) =1 em Z.

Demonstracao. Pela defini¢ao de congruéncia, bjaxz—1 portanto, ax—1 = bk o que implica

em az + b(—k) = 1. Como o nimero 1 pode ser escrito como uma combinagao linear de

12



a e b assim, a e b sdo relativamente primos. Uma vez que a possui inverso ( mod b),

multiplicamos a congruéncia pelo inverso de a( mod b)

a'ax = a'k( mod b)

r = d'k( mod b),

a’k(mod b) é a solugao tnica. O

T
Exemplo 12. 422 = 1(mod 4) tem solu¢ao?

Para verificarmos, basta calcularmos o mdc(42,4).

42 =4-104 2

4=2-240
Como o dltimo resto ndo nulo € 2, entao mdc(42,4) = 2, ou seja, pelo Teorema 13,
42z = 1(mod 4) ndo possui solugao.

Corolario 14. Seja p um inteiro primo. Cada a # 0(mod p) tem um inverso multipli-

cativo modulo p e qualquer congruéncia polinomaial
Cpaz" 4+ Cp_12" ' + ...+ Cio + Cy = 0(mod p)
onde C; € Z e C,, Z 0(mod p), tem no maximo n solugoes médulo p.

Demonstra¢ao. Como p é um inteiro primo, qualquer a € Z, onde a #Z 0( mod p), entdo
podemos dizer que p é relativamente primo como a, portanto para cada a, existe um inteiro
gaussiano que é inverso de a(mod p), pelo Teorema 13. Assim, como todo elemento de
L, com excecao do 0, possui inverso em Z, entao Z, ¢ um corpo. Portanto, este corolario

é um caso especial, quando polinémios de grau n, tem no maximo n raizes. O

1.6.1 Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 15. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se mdc(a,p) =1, entdo
a?~' = 1(mod p).

Demonstracao. Consideremos os p — 1 inteiros multiplos de a:
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l.a,2.a,3.a,...,(p—1).a

i) Nenhum desses inteiros sdo divisiveis por p, ou seja, nenhum é congruente a 0(
mod p). De fato, pelo Teorema 8 se p|j.a entdao p|j, pois mdc(a,p) = 1, o que

¢ impossivel visto que 1 < j <p—1.

ii) Quaisquer dois desses inteiros sao incongruentes médulo p. De fato, se fossem con-

gruentes, terfamos
j.a = k.a(mod p) com j # k.

Digamos 1 < j < k < p — 1. Como mdc(a,p) = 1, terfamos j = k(mod p), o que é

impossivel, pois j e k sao inteiros positivos menores do que p.

Por i) e ii) cada um dos inteiros
l.a,2.a,3.a,...,(p—1).a
sao congruentes moédulo p a somente um dos inteiros
1,2,3,...,(p—1)

em uma certa ordem. O produto desses inteiros médulo p

(1.a)(2.a)(3.a)...((p —1).a) =1-2-3-...- (p— 1)( mod p)

a”(p—1)!'=(p—1!( mod p)

Como mde((p — 1)!,p) = 1, pois p é primo. Logo, pt (p — 1)!, temos que

a’~' = 1(mod p).

Exemplo 13. Para p =5 e a = 2, temos

(1-2)-(2-2)-(3-2)-(4-2)=2-4-1-3( mod 5)
2. (4!) = 4/( mod 5)

2* = 1( mod 5).
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Exemplo 14. Mostre que 5** = 4(mod 11). Pelo PTF 5'° = 1(mod 11).

538 — 510'3+8 _ (510)3 A (52)4 = 13 X 34( mOd 11)

5% = 81 = 4( mod 11).

1.6.2 A Funcao ¢-Euler e o Teorema de Euler

Definicao 9. A fun¢do ¢-Euler indicada por ¢(n) é o nimero de inteiros k que sdo

maiores ou igual a 1 e menor que n e sao relativamente primos com n.
Observagao 2. Escrevemos ¢(n) = [{k € Z/1 < k <n,(k,n) = 1}/.

Definigao 10. Dados dois inteiros a e n com mdc(a,n) = 1, chama-se inverso de a

mddulo n qualquer um dos inteiros x tais que ax = 1(mod n).

Teorema 16. Sejam a,n € Z com a < n. Entdio a e n sao relativamente primos se, e

somente se a € invertivel modulo n.

Demonstracao. Como a e n sao relativamente primos, existem x,y € 7Z tais que ax+ny =
1. Isso implica que ny = 1 — ax. Reescrevendo a equagao, temos n(—y) = ax — 1, ou seja,
nlax — 1. Pela defini¢do de congruéncia, ax = 1( mod n). Entéo a é invertivel médulo n.
Reciprocamente, se a é invertivel médulo n entdo aj = 1( mod n) para algum j € Z. Isso
implica que nlaj — 1. Entao existe k € Z tal que aj — 1 = nk. Assim, podemos escrever

aj +n(—k) = 1. Portanto, a e n sdo relativamente primos. O
Pelo Teorema 16 temos a seguinte definicao

Defini¢ao 11. Para n € Z, diferente de zero. Entao ¢p(n) = |U(Zy,)|, ou seja, o nimero

de classes residuais invertiveis modulo n.

Observacao 3. Quando n = p € primo, todo inteiro diferente de zero modulo p € in-

vertivel, entdo

¢(p) = [U(Zy)| =p — 1.

Exemplo 15. ¢(5) = 5—1 = 4. Ou seja, o nimero 5 possui 4 classes residuais invertiveis

modulo 5.

Exemplo 16. ¢(17) = 17— 1 = 16. Ou seja, o nimero 17 possui 16 classes residuais

mvertiveis modulo 17.

15



Agora vamos calcular ¢(n) para n = a - b com mdc(a,b) = 1.

Teorema 17. Para a,b € Z e mdc(a,b) = 1, entao ¢(ab) = ¢(a)p(b), ou seja, ¢ é

multiplicativa.

Demonstrag¢ao. Sejam a,b € Z com mdc(a,b) = 1. Pelo Teorema 16 e Teorema 9 podemos

escrever,

¢(ab) = {z € U(Zav)}|
= [{(y, 2) € U(Za) x U(Z)}|
= [U(Za)| |U(Z)]
= ¢(a)¢(b).

1
Teorema 18. Se p ¢ primo, entio ¢(p*) = p* (1 — —).
p

Demonstragao. Considere Z,» o conjunto de todas as classes residuais médulo pk. Para

calcularmos ¢(p*) devemos subtrair de Z,r todos os elementos que nao sao invertiveis

médulo  p. Ou seja, devemos subtrair todos os elementos que dividem p":

p,2p,3p, ..., (p" p.  Entao, |U(Zpk)’ = p* — p* !, portanto, pela Definicao 11,
1

o(p") =pF —p Tt =p" (1) O
p

1
Teorema 19. Para n € Z, entio ¢p(n) = nH <1 - —).
p

Demonstracao. Se n for primo, ja temos o resultado da Observacao 3. Se nao, n pode ser

escrito como um produto de fatores primos, ou seja, n = pi'py?...p.*. Entao,

d(n) = o(p1'py* .05 ).

Como ¢ é multiplicativa, pelo teorema 17, temos

p(n) = d(py")d(py’)...d(ps*).

Agora, pelo Teorema 18



Como os s primeiros termos multiplicados é n, entao

d)(n):nH(l—}?).

p|n

Exemplo 17. Calcule $(36). Como 36 ¢ composto sua fatoragio é 2% - 3%. Logo,

6(36) = 6(2* - 3%)
6(36) = 6(22)6(3?)

$(36) = 22 (1 - %) -3 (1 - %)

1 2
$(36) =26

$(36) = 12.

Teorema 20. (Teorema de Euler) Sejam a e n inteiros e mdc(a,n) = 1, entdo
a®™ = 1(mod n).

Demonstragao. Seja U(Zy) = {n1,na, ..., Ngm)} 0 conjunto das classes residuais invertiveis
moédulo n, entdo U(Z,) possui ¢(n) elementos. Consideremos agora a sequéncia
any, ans, ..., angm). Suponha que an; = anj(mod n) para algum i e j inteiros. Como
mdc(a,n) = 1, entdo a é invertivel médulo n (Teorema 13). Multiplicando a con-
gruéncia pelo inverso de a médulo n, temos que n, = n;(mod n), o que é um ab-
surdo, pois sao classes residuais distintas moédulo n, portanto, ani,ans, ..., angu) é um
conjunto de classes residuais médulo n. Como mdc(n;,n) = 1 e mdc(a,n) = 1, entao
mdc(an;,n) = 1 (Teorema 9). Portanto, any,ans, ..., angy) ¢ também um conjunto das
classes residuais invertiveis modulo n. Cada an; deve ser congruente a um tnico elemento

de U(Z,) médulo n, temos entao a multiplicagdo desses elementos

anyany...aNg(m)y = N1Na...Nam)( mod n)

a¢(”)n1n2...n¢(n) = NNg...Ngn)( mod n)

Como n; e n sao relativamente primos, podemos fazer o cancelamento em ambos os lados
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da congruéncia. Portanto,

a®™ = 1( mod n).

Exemplo 18. Calcule o resto da divisdo de 35*°* por 24.

Como o mdc(35,24) = 1 podemos utilizar o Teorema de Euler. Vamos calcular

$(24).
$(24) = ¢(2° - 3)
= $(2°)5(3)
=23 <1—%> (3-1)
—4.9
=8.
Entao,

359%Y) = 1( mod 24)

35° = 1( mod 24).
Como 2019 = 8 - 252 + 3, temos
35%91% = 1( mod 24).
Como 35° = 11(mod 24), ao multiplicarmos as congruéncias, temos

352916353 = 1. 11( mod 24)

35219 = 11( mod 24).

Portanto o resto da divisdo de 35°°'° por 24 ¢ 11.
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Capitulo 2

Os Inteiros Gaussianos

Neste capitulo, estenderemos para os inteiros gaussianos as classicas propriedades
de Z, que serao suporte para as demonstracoes do Pequeno Teorema de Fermat e Teorema

de Euler em Z[i].

2.1 Propriedades dos Inteiros Gaussianos
Definicao 12. Seja Z[i| = {a + bila,b € Z,i* = —1} e a € Z[i] é chamado de inteiro
gaussiano.

Os Inteiros Gaussianos sao a extensao natural dos inteiros para o plano complexo.
Como Z e Z[i] possuem estruturas parecidas, muitas propriedades que trabalhamos em Z
podem ser estendidas para Z[i]. Vejamos algumas delas.

Como Z[i] é um subconjunto de C, entao eles compartilham das mesmas propri-
edades de adigao e de multiplicacao. Ou seja, dados «, 3, w € Z[i], temos:

Na adicao:
i) Associatividade: o+ (8 +w) = (o + ) + w
ii) Existéncia de um elemento Neutro: o +0 =0+ o = «
iii) Existéncia de um elemento simétrico: 3 —a € Z[i] tal que a+ (—a) =0
iv) Comutatividade: a+ f =+ «
Na Multiplicagao:
i) Associatividade: o« (f-w) = (a- ) - w
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ii) Distributividade: o (f+w)=a-f+a-w
iii) Existéncia de um elemento neutro: 31 € Z[i] tal que 1 o =a -1 =«
iv) Comutatividade: a- g = - .
Com relagao ao inverso multiplicativo, trataremos na Segao 2.3.
Definicao 13. Seja a = a+bi um inteiro gaussiano, entao o conjugado de o € & = a—bi.

Propriedades: 3. Sejam oo = a + bi e f = c+ di inteiros gaussianos, entao:

i) a+f=a+pb;
i) o-B=a-p.

Demonstrag¢ao. 1)

a+p=(a+c)—(b+d)i

=a+c—bi—di

a—bi+c—di
= (a—bi) + (c — di)

—a+p.

ii)

a-f=ap
(@t bi)(ctdi)=(atbi)(ctdi)

(ac — bd) + (ad + be)i = (a — bi)(c — di)
(ac — bd) — (ad + bc)i = (a — bi)(c — di)
ac — bd — adi — bei = ac — adi — bei — bd

2.2 Funcao Norma

A funcao Norma é muito importante para o estudo dos Inteiros Gaussianos. Em

Z, o tamanho do numero é medido pelo valor absoluto, ja em Z]i], pela Norma.
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Definicao 14. A fung¢io N : Z[i| — Z, chamada norma, tal que para todo

a=a-+bi €Zi], Na) = aa = a* + V*.
Exemplo 19. N(2 +7i) =2° + 7 =4+ 49 = 53

Exemplo 20. N(2i) =0 +2*=0+4 =4

Exemplo 21. Para m € Z, entio N(m) = m>.

Podemos verificar que a fungao norma é multiplicativa, e essa propriedade sera

de grande importancia para os resultados deste trabalho.
Teorema 21. Sejam o = a+ bi, f = c+di € Z[i]. Entao N(af) = N(a)N(5)

Demonstra¢ao. Para o = a + bi, f = ¢+ di € Z[i]. Entao

N(af) = N((a+ bi)(c + di))
= N((ac — bd) + (ad + bc)i)
= (ac — bd)* + (ad + be)?
= (a*c® + V*d® + a*d® + b*c?)
=a* (P 4+ &) + V(P + )
= (a® + ) (¢ + &)
= N(a+ bi)N(c + di)

= N()N(B)

Exemplo 22. Verifique se N(af) = N(a)N(B), para a =1+i e f =2+ 41.
Calculando as normas de o e [3, temos
N@)=N1+i)=12+1* =1+1=2,
N(B) = N(2+4i) = 2>+ 4> =4+ 16 = 20, entdo
N(a)N(B) =2-20 = 40.
Por outro lado,
af = (1+1)(2+4i) = =2+ 64, calculando norma de af, temos
N(aB) = N(=2+6i) = (=2)* + 6% = 4 + 36 = 40.
Portanto, N(af) = N(a)N(p).
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Observe que, a norma de cada inteiro gaussiano é um inteiro positivo, mas nao é
verdade que cada inteiro positivo é uma norma, pois as normas sao inteiros positivos da
forma a? 4+ b?, e nem todo inteiro conseguiremos escrever dessa maneira, que é o caso do

3, 7, 11, entre outros.

2.3 Unidades e Associados

Defini¢ao 15. Dizemos que « € invertivel em Zli], se existir 5 € Z[i] tal que o+ 3 = 1.

Daqui em diante, quando dizemos « invertivel, significa a invertivel em Z[i]. Pelo
Teorema 21, podemos verificar a existéncia de inteiros gaussianos que possuem inverso

multiplicativo, ou seja o - § = 1.
Teorema 22. Os tnicos inteiros gaussianos que sao invertiveis em Z[i| sio £1 e +i.

Demonstra¢ao. Tome « e B € Z[i] tal que af = 1. Aplicando a fungdo Norma em ambos
os membros da equagdo temos que N(af) = N(1), pelo Teorema 21, N(a)N(5) = 1.
Como N(a) e N(B) sa@o inteiros positivos diferente de 0, entdo N(a) = N(8) = 1.

Tomando o = a + bi, entdo N(a) = a* + b* = 1, assim a® = 1 ou b = 1. Caso
a’?=1,entdioa=1oua = —1. Caso b> =1, entdo b =1 ou b = —1. O mesmo acontece
para (. Portanto, os tinicos niimeros possiveis para «a e  sao —1,1,7 e —i. O

Definicao 16. Chamamos os elementos invertiveis de Z[i] de unidades.
Teorema 23. o = a + bi € uma unidade em Z[i] se, e somente se N(«a) = 1.

Demonstragao. Primeiro, suponha para algum o = a + bi € Z[i] que N(«) = 1. Entéo
a’® +b* =1, o que implica que a®> = 1 — b%. Para que a® > 0, consideremos dois casos:
Caso 1: Para > =0. Entdob=0ea®>=1—-0=1. Logoa=1oua = —1. Se a = 1,
entdo a = 1+ 0i. Como N(1+ 0¢) =1, a = 1 + 0i é uma unidade em Z[i]. Se a = —1,
entdo a = —1 4 0i. Como N(—140i) =1, « = —1 + 0i é uma unidade em Z].

Caso 2: Parab* = 1. Entaoa®> =1—-1=0. Logpa=0eb=1oub= —1. Se b = 1,
entdo a = 0+ 4. Como N(0+4) =1, @ = 0+ é uma unidade em Z[i]. Se b = —1, entao
a=0—1i Como N(0—1i)=1, a =0—1iéuma unidade em Z[i].

Em seguida, suponha que exista algum o = a+bi € Z[i] em que « é uma unidade. Entao

existe § = ¢+ di € Z][i], onde ¢ e d sao diferentes de 0, tal que af = 1. Aplicando a
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fungao norma na equagao temos que N(«af) = N(1) e pelo Teorema 21 podemos dizer
que N(a)N(B) = N(1). Logo (a® +b*)(c* + d*) = 1. Como a®> +b*,* +d*> € Zy e
(a®+b%)(c*+d*) = 1 sabemos que a®+b* e ¢ +d* sdo unidades em Z. Pois a®+b* e ¢® +d*
sao diferentes de 0, entdo devem ser iguais a 1. Entdo 1 = a®+b*> = N(a+bi) = N(a). O

Definicao 17. Sejam «, f € Zl[i] serdo associados se a« = u - e N(a) = N(f3), onde
we {-1,1,4i,—i}.

Exemplo 23. 5+ 7i € associado a 7 — 5i, pois 5+ 7i =i - (7T — 5i).

Exemplo 24. 2i € associado a 2, pois 21 = —1i - 2.

2.4 Divisibilidade

Assim como em Z, podemos falar de divisibilidade em Z[i].

Definicao 18. Dados dois niumeros inteiros gaussianos o e § com o # 0, diremos que «

divide 3, escrevendo a3, quando existir w € 7Z[i] tal que f = a - w.
Exemplo 25. Como 14 — 3i = (4 + 5i)(1 — 2i), 4 + 5i divide 14 — 3i.

Exemplo 26. 4 + 5i 1 14 + 3i pois, ao fazermos esta divisao e racionalizando o denomi-

nador:

1443 (14+3i)(4—5i) 71-58 71 58,

= = — — —i.
44 5 (4 + 5i)(4 — 517) 41 41 41
FEsse nimero nao estd em Z[i), pois as partes real e a imagindria nao sao nimeros inteiros.

Portanto, 4 + 5i 1 14 + 3i em Z][i].

Teorema 24. Um inteiro gaussiano o = a+ bi € divisivel por um inteiro ¢ se, e somente

se cla e c|b em Z.

Demonstra¢ao. Como c|(a+bi), entao existe 5 = m+ni € Z[i] tal que a+bi = c¢(m+ni).
Fazendo a distributiva e comparando as partes reais e imaginarias do inteiro gaussiano,

temos que a = ¢m e b = cn, ou seja cla e c|b. O

Proposicao 25. Se a, 3,7 sao inteiros gaussianos, y|a e v|5, entdo existem 0,m € ZJ[i]

tal que y|ad + fn.

23



Demonstra¢ao. Como 7v|a e v|3, entdao a = vy e = (2. Multiplicando as equagoes por
0 e n, respectivamente, obtemos ad = v(16 e fn = v(on. Somando as equagoes temos que

ad + B = v(Gi6 + Gen). Portanto, v[ad + B1. O
Teorema 26. Para a, € Zli], se a|f em Z[i], entdao N(«)|N(B) em Z.

Demonstra¢ao. Como a3, entao existe v € Z[i], tal que 5 = ay. Aplicando norma nesta
equagao, N(f) = N(ay), como a norma é uma fungao multiplicativa, N(8) = N(a)N (7).

Portanto N(«)|N(5) j4 que a norma é uma funcao em Z. O

Exemplo 27. Encontre todos os divisores de 1+ 3i em Z][i].
Temos que encontrar os inteiros gaussianos o = a + bi, tal que a|l + 3i. Se

1+ 3i = av, v € Z[i]. Aplicando a fun¢ao Norma, temos

N(1+3i) = N(ay)
10 = N(a)N(7).

Pelo Teorema 26, se |1+ 3i entdo N(«)|10 = N(a) € {1,2,5,10}. Fazendo o = a+ bi,
temos:
N(a) =a®+b* =1, entdo a € {£1,+i},
N(a) =a* +b* =2, entdo a € {&(1+14),£(1 — 1)},
N(a) =a*>+b* =5, entio o € {F(1 + 26),+(1 — 24), (2 +1),£(2—14)} ¢
N(a) = a* + b* = 10, entdo a € {£(1 + 3i), £(1 — 3i), £(3+14),+(3 —i)}.

Portanto, encontramos 24 possiveis divisores de 1+3i. Ao fazermos a verificacao,
os divisores de 1+ 31 sao {£1, i, £(1+4),£(1 —i), £(1 —24),£(2+17), £(2—1), £(1 +
3i), £(3—1)}.
Corolario 27. Um inteiro gaussiano tem norma par se, e somente se € um maultiplo de
1+40.

Demonstra¢ao. Como N(141i) = 2, qualquer multiplo de 1+ tem Norma par. Por outro
lado, seja a = a + bi € Z[i] com Norma par, ou seja a® + b* = 2t, t € Z. Para a® + b* ser

par, a e b tem que ser ambos pares ou ambos impares. Tomando a + bi = (1 +4)(m + ni)

. . _ a+b
para alguns m,n € Z, temos que a+bi = (m —n)+ (m+n)i, que tem solu¢ao m = 5
b—a . -, L
ey = . Como a e b tem a mesma paridade, m e n sdo ntmeros inteiros. Portanto «
é um maultiplo de 1 + i. O
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Exemplo 28. A Norma de 1+3i €10 e 1 +3i = (1 +14)(2+1).

Exemplo 29. A Norma del —i é2 el —i=(1+1i)(—1).

2.5 Teorema da Divisao em Z[i

Teorema 28. Para o, B € Z[i|, com B # 0, existem v, € Z[i] de tal forma que o« = By+9
ed=0ouN() <N().

Demonstracao. Ao fazermos a divisao de v por 3, obtemos % = x+yt, onde x e y podem
ser inteiros ou racionais. Se = e y forem inteiros, v = x + yi e 6 = 0. Mas se = e y forem

racionais, devemos procurar m e n, os inteiros mais proximos de x e y, respectivamente,

1 1
entao |x — m)| Sie ly — nl gﬁ. Tomando v =m +ni e § = a — B, temos que

A

1 1
Como N (% — fy) < 3¢5 < 1, entdo N (% — ’y) < 1. Multiplicando por N(f)

esta desigualdade, obtemos

N (% - v) N(B) < N(B)

((5)) v
N(a— By) < N(B)
N(5) < N(B).
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Exemplo 30. Considere o = 27—231 e f = 8+1. Vamos fazer a divisao para escrevermos
da forma o = vy + 9, como N(B) = 65, entdo N(0) < 65.
27—23i  27—23i(8—4) 193—-211i 193 211

8+i  8+i (8—i) 65 65 65

193 211 , L ‘
Como 5 = 2,969... e e = —3,246..., temos que encontrar o numero inteiro mais

prozimos deles. Logo, v =3 — 31 e assim temos:
27— 231 = (8 +1)(3 — 3i) + (—21),
ja que 0 = —2i e N(—=2i) =4, N(J) < 65.

Exemplo 31. Considere o = 1+ 8i e 2 —4i. Vamos fazer a divisdo para escrevermos da
forma o = By + 6, como N(f) = 20, entao N(J) < 20.
1+8  1+8i(2+4i) —30+20¢ 3

= =244

2—4i  2—4i(2+4i) 20 2

3
Como 5= —1,5, e como —1,5 estd exatamente entre —2 e —1, temos duas opgoes para

v, v=—141% ou~y=—-2+1, assim temos:
148 =(2—4i)(—1+1d)+ (—1+2i), N(—14+2i) =5<20
ou
148 =(2—4i)(—2+1)+ (1 —2i), N(1—2i) =5 < 20.

Logo o quociente e o resto nao sao necessariamente Unicos.

2.6 O Algoritmo de Euclides

Definicao 19. Sejam «, 3, inteiros gaussianos nao nulos. Diremos que 7y serd o mdzrimo

divisor comum de « e 8, quando:

i) Yla e v|B;
it) Se existe § € Z[i] tal que d|a e |5, entdo N(0) < N(v).

Em outras palavras, o mdc entre dois ou mais inteiros gaussianos serd o divisor comum
com a maior norma.

Indicamos o mdximo divisor comum de « e  por v = mde(a, 5).
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Teorema 29. Se o, € Z[i] e « = By + 6§, onde 7,0 sao inteiros gaussianos, entdo

mde(a, B) = mde(B,0).

Demonstracao. Da relacao a = [y 4+ 0 podemos concluir que todo divisor de 5 e § é um
divisor de o (Proposigao 25). Esta mesma relagao, escrita na forma § = o — 3, nos diz
que todo divisor de a e § é um divisor de §. Logo o conjunto de divisores comuns de « e

é igual ao conjunto de divisores de (3 e 4, 0 que nos garante que mdc(«, 5) = mdc(3,6). O

Teorema 30. (Algoritmo de Fuclides) Tome «, 3 € Zli], diferentes de zero. Aplicando

repetidamente o Teorema da Divisao onde o resto € diferente de zero, teremos

a = Py + 01, com N(61) < N(5)
B = 61’}/2 + (52, com N((Sg) < N((51)
(51 = 52’)/3 + 53, com N(ng) < N((sg)

O ultimo resto diferente de zero € divisivel por todos os divisores comuns de o e 3 e serd

divisor comum, por isso ¢ um mdximo divisor comum de o e [3.

Demonstracdo. Pela Divisao euclideana, temos
a = By, + 1, com N(4;) < N(5).

Pelo Teorema 29, mdc(a, ) = mde(B, 1), desta forma temos duas situagoes:
e N(61) =0, neste caso mdc(3,61) = f.
e N(61) # 0, neste caso fazemos a divisdo euclideana de § por d;, obtendo
B = 0172 + 02, com N (d9) < N(d1)
Segue que mdc(3,01) = mdc(dy, d2). Novamente pode ocorrer duas situagoes:
e N(d3) = 0, neste caso mdc(dy,0d2) = 6.
e N(d2) # 0, neste caso fazemos a divisao euclideana de ¢; por do, obtendo
01 = O97y3 + 03, com N (d3) < N(ds).
Segue que

27



mdc(a, B) = mde(5,01) = mdc(dy, §2) = mdce(dy, 03)

e assim sucessivamente.
Definindo §y = 3, existe um valor n natural que 6,,1 = 0 e §,, # 0. De fato, se

tivéssemos para todo n # 0, teriamos uma sequéncia infinita em N

N(dp) > N(01) > N(d) > ... > 0.

Segue que
mdc(a, 8) = mde(B, 61) = mde(01,02) = ... = mdc(0p, dpr1) = mdce(d,,0) = 0y,.
Portanto, o dltimo resto nao nulo 4,, deste processo, fornece o valor de mde(a, 3). O

Definigao 20. Dizemos que «, 5 € Z[i], sao relativamente primos, quando tém as unida-

des como mazimo divisor comum.

Exemplo 32. Calcule o mde(27 + 4i,5 + 2i).
Calculamos o mdximo divisor comum de 27 + 41 e b + 21 através do Teorema da

divisao e aplicando o Algoritmo de Fuclides, encontramos

27 +4i = (54 20)(5 — i) + (—i)

5+ 2i = (—i)(=2+ 5i) + 0

O dltimo resto diferente de zero é —i, entdo mdc(27 4 4i,5 + 2i) = —i. Portanto, 27 + 4i

e b+ 2i¢ sao relativamente primos.

Exemplo 33. Mostre que os conjugados 7 — 21 e 7+ 2i sao relativamente primos.
Basta mostrar que o mde(7—2i,7+2i) € igual a uma unidade. Fazendo a divisao

e aplicando o Algoritmos de Fuclides, temos

= (T+20)(1—10)+ (=2 + 30)
T+2i=(—-2+30)(—1—2i) + (—1+1)

—243i = (=1 +4)(2—1d) + (—1)

(—1)(1 —4) +0

~1+i

O altimo resto diferente de zero é —1, entao mdce(7 — 21,7+ 2i) = —1. Portanto, 7 — 2i

e 7+ 21 sao relativamente primos.
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Exemplo 34. Calcule o mde(11 — 3i,5 + 71).
Calculamos o mdzimo divisor comum de 11 — 3¢ e 5 + 7i através do Teorema da

divisao e aplicando o Algoritmo de Fuclides, encontramos

11 =3i= (54 71)(—1) + (4 + 29)
5+ 7Ti=(4+20)(2+14) 4+ (141)

44+2i=(1+4)(3—-1)+0

O 4dltimo resto diferente de zero é 1+ 1, entao mde(11 — 3i,5 + 7i) = 1 + 4.

2.7 O Teorema de Bézout

Lema 31. Se Bla e N(B) = 1 ou N(f) = N(«), entdo ou B € uma unidade ou é um

associado de «.

Demonstragao. Se N(f) = 1, entdo ¢ uma unidade, pelo Teorema 23. Se N(5) = N(«),
como fla, entdo v = [~ para algum v € Z[i]. Aplicando a Func¢do Norma, temos
N(a) = N(B)N(vy). Como a norma de um inteiro gaussiano ndo nulo é um nimero
inteiro positivo, podemos efetuar o cancelamento, entdao N(v) = 1. Portando, 8 é um

associado de «. O

Teorema 32. (Teorema de Bézout) Seja o, § € Z[i, diferentes de zero, e mde(a, B) = 7.
Entao v = ax + By, para algum z,y € Zl[i].

Demonstracao. Considere o conjunto C' sendo todas as combinagoes lineares de av e 3 e
n = axy + [y, onde n é o elemento de menor norma de C. Suponha, por absurdo, que

n{a. Entdo a = ng+r, com N(r) < N(n).

r=a—nqg=a— (axy+ fY)q
= a — argq — Byoq

= a(l — 20q) + B(~yoq).

Entao r € C, N(r) < N(n), mas n é o elemento de menor norma em C, portanto, n|a.

Analogamente, n|5. Assim, n é o divisor comum de v e . Vamos mostrar que n = 7. De
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fato, como mdc(a, B) = v, entao y|a e v|8. Logo existem ¢, qx € Z[i] tais que o = yq; e

B = vgqe. Como n = axg+ [yg, entao

n = (vq1)ro + (Yq2) 0

n = v(qxo + ¢2Y),

Se y|[n = N(7)|N(n). Como n é o menor elemento de C', N(y) = N(n). Se y|n e
N(v) = N(n) entao v e n sdo associados = v =n-u = v = arou+ Byou = v = ax + By,

para algum z,y € Z[i]. O

Corolario 33. Sejam «, [ inteiros gaussianos relativamente primos, entdo existem

x,y € Z[i| tal que ax + Py = 1.

Demonstra¢ao. Como « e [ sao relativamente primos, entao mde(a, ) = m onde
m € {—1,1,—i,i}. Pelo Teorema 32, existem z,y € Z[i] tal que ax + Sy = m.

Temos quatro casos:
e Para m =1, entao axr + fy = 1;

e Para m = —1, entao ax + Py = —1, multiplicando a equacgao por —1, temos que

a(—z)+ f(-y) = 1.

e Para m = 1, entao axr + Py = i, multiplicando a equacao por —i, temos que

a(—xi) + f(—yi) = 1.

e Para m = —i, entao ax + fy = —1t, multiplicando a equacao por i, temos que

a(zi) + B(yi) = 1.

Portando, em todos os casos conseguimos escrever ax + Sy = 1. L]
Exemplo 35. Ja wvimos que 7 — 2t e 7 + 2i sao relativamente primos, pois
mdc(7 — 2i, 7+ 2i) = —1. Agora escreveremos —1 como uma combinacao linear de 7 — 21
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e 7+ 21, conforme o Teorema de Bézout:

1= (=243i) — (=1 414)(2 —1)
—1=(-2+3i) — [(T+2i) — (=2 +3i) (=1 — 20)](2 — 1)
—1=(-2+30) = (T+2)(2—1i) + (=2 + 3i)(—1 — 24)(2 — )
1= (=24 301+ (=1 = 20)(2— 1)) — (T +20)(2 — 4)
—1=(=2+3i)(=3 —3i) — (7T + 2i)(2 — i)

)
—1 = (7= 20)(=3 = 3i) — (7 + 2i)(1 — i)(=3 — 3i) — (T + 20)(2 — 9)
—1 = (7= 2i)(=3=3i) = (T+20)[(1 —i)(=3 — 3i) + (2 — 0)]
—1 = (7—2i)(—3 = 3i) + (7 + 2i) (4 + i).

Pelo Coroldario 33, ao multiplicarmos por —1, podemos escrever como:

(7 — 20)(3 + 3i) + (7 + 20)(—4 — i) = 1.

Teorema 34. Seja «, 5,y € Zl[i] tal que mdc(a, ) = 1 e v = af. Entdo para todo
d € Z[i], mdc(ry,6) =1 se, e somente se mde(a,d) =1 e mde(f,0) = 1.

Demonstragao. Seja a, 3,7 € Z[i] tal que o e § s@o relativamente primos e v = af.
Assuma que mde(a,d) # 1 ou mde(B,9) # 1. Sem perda de generalidade, assuma que
mdc(a,d) = p para algum g € Z[i], ndo unidade. Entao pla e pld. Além disso, ja que
aly, sabemos que ply. Como p|y e p|d, sabemos que p é um divisor comum, diferente da
unidade, de vy e 4. Entao 7 e d ndo sao relativamente primos, pois 2 < N(u) < N(7).
Agora, suponha que o mde(a,d) = 1 e mde(f,9) = 1. Entdo, ak; + dky = 1
e Bks + dky = 1 para algum ky, ko, k3, k4 € Z[i]. Multiplicando as equagdes membro a

membro, temos

(aky + 0ko)(Brg + 0ky) = 1

ak1Pr3 + ak10Kky + 0Kofk3 + 0kodky = 1.
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Como v = apf,
v(k1k3) + d(ak1ky + KafBR3 + Kedky) = 1.

Portanto, mde(7,d) = 1. O

2.8 Fatoracao Unica

Quando N(a) > 1, temos pelo menos oito divisores de a: +1,+i, +a e +iay,
esses sao chamados de fatores triviais de a. Qualquer outro fator de o é chamado de nao

trivial.

Definigao 21. Seja o um inteiro gaussiano com N(a) > 1. O inteiro gaussiano o serd
chamado de composto se possuir algum divisor nao trivial. Se possuir apenas divisores

triviais, entao ele serd chamado de primo.

Teorema 35. Se a norma de um inteiro Gaussiano o € um niumero primo em 7Z, entao

a serd um nimero primo em Zli].

Demonstra¢ao. Suponha N(a) = p, p é primo em Z. Considere qualquer fatoragao
de «a, sendo como o = (v para 5,7 € Z[i]. Aplicando a funcao Norma, temos que
N(a) = N(B)N(7), entdao N(B)N(vy) = p. Como p é primo, entdo temos duas possibili-
dades: ou N(5) =1e N(y) = pou N(B) = pe N(y) = 1. Podemos observar que 3 é
uma unidade e v é um associado de o ou f é um associado de a e v é uma unidade e,

portanto, a possui apenas divisores triviais, ou seja, a é primo. O
Exemplo 36. 1+ i € primo em Zli], pois N(1+1i) =2 e 2 € primo em Z.
Exemplo 37. 2+ i € primo em Zl[i], pois N(2+1i) =5 e 5 € primo em Z.

Teorema 36. Seja o € Z[i], como N(«) > 1. Entao « pode ser escrito como um produto

de numeros primos em Z[i.

Demonstragao. A prova serd feita por indugdo em N(«). Suponha que N(«a) = 2, entdo
a é um primo gaussiano (Pelo Teorema 35). Agora, vamos supor para n > 2 e que se
p € Z[i] tal que 1 < N(f) < n ent@o é um produto de nimeros primos em Z[i]. Vamos

supor que hé inteiros gaussianos com norma n. Se temos um numero inteiro de Gauss «
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como a norma n, que é composto, entdo podemos escrever a = 7. Aplicando a norma,
temos N(«a) = N(B)N(v), onde N(5) < N(a) = n. Por hipétese indutiva, § e 7 sdo

produtos de primos em Z[i].Portanto, a também é um produto de primos em Z][i]. ]
Lema 37. Sejam m um primo em Z[i| e af € Z[i]. Se w|af, entdo w|a ou 7|[.

Demonstra¢ao. Suponha que m f a. Se 7w { «a, entdo mdc(a,7) é uma unidade, isso
significa que « e 8 sao relativamente primos. Sendo assim, podemos escrever como uma
combinacao linear, ax + 7y = 1. Multiplicando por 3, temos fax + fry = . Como

m|laB, 7|7, temos que 7|(fax + fry) e, portanto, 7|f. ]

Teorema 38. (Fatora¢io Unica) Qualquer oo € Z[i], com N(a) > 1, tem wma fatoragio

de primos. Fssa fatoracao € unica a menos da ordem dos fatores e associados.

Demonstra¢ao. No Teorema 36 mostra que cada o € Z[i], com N(a) > 1, tem uma
fatoracao. Quando « é primo, nao ha nada a fazer pois sua fatoracao é, obviamente, tinica.
Agora vamos mostrar a unicidade, em geral, por indu¢ao em N(«). Tome N(«) = 2, ja
foi estabelecido &« = £1+4. Agora suponha que n >3 e 1 < N(«a) < n com « tendo uma
fatoracao unica. Podemos supor que ha inteiros gaussianos com a norma n. Considere
duas fatoragoes de primos de o como na demonstracao do Teorema 11. Seja 71|, podemos
escrever:

!/
s*

T |y The T
Pelo Lema |, 7r1\7r;», para algum j. Podemos supor que j = 1, ou seja, m|7]. Os tnicos
fatores nao unitdrios de 7] sdo multiplos unitdrios de 7}, entao m = wuw] para alguma

unidade u € {—1,1, —i,i}. Observando as duas fatoracoes de «:

/

_ ! |
o= UTT M. Ty = T Ty...Tg.

Cancelando 7] em ambos os lados, temos:

UTy... Ty = To...TT (2.1)

S

sendo 8 = 7)., entdo N(S) = N(a)/N(7}) < N(a). Embora u é uma unidade, e umy é
um produto sobre o lado esquerdo de (2.1), ele é realmente um primo, de modo (2.1) tém
duas fatoragoes de primos de 3, com (r — 1) primos do lado esquerdo e (s — 1) primos do

lado direito. Como N(f) < n, a hipé6tese indutiva diz que § tem fatoragao unica, entao

33



(r—1) = (s — 1), que implica r = s e, apds nova rotulagem apropriada, temos que ums
e T, sdo multiplos unitdrios m;, 7 sdo multiplos unitdrios para i > 2. Seja umy e T Sa0
multiplos unitarios, de modo que vemos todos os m; é um multiplo unitario de 7; e a prova

esta completa. O

Exemplo 38. Vamos fatorar 3 + 4i. Sabemos que N(3 + 4i) = 25 = 5-5. Jd que 5
¢ a norma de uma fator ndao trivial de 3 + 4i, podemos escrever 5 = (1 + 2i)(1 — 21).

Considerando o =1+ 2i e f =1 — 2i, temos as sequintes possibilidades:
o v-av=(14+2i)(142i) =—-3+4i
e a-f=(142i)(1—-2i)=5
e 5-0=(1—2i)(1—2i) =—-3— 4.

Multiplicando c¢) por —1, temos que:
34+4i=—(1—-2i)(1—2) =—(1—2i)

Portanto, a fatoracdo de 3+ 4i é —(1 — 24)>.

Exemplo 39. 1+ 3i é primo?

Podemos wverificar calculando N(1 + 3i) = 10, como a norma de 1 + 3i € par,
nos indica que um dos fatores de 1 + 3i € 1 4+ i(Pelo Corolario 27). Ao fatorarmos
N1+ 3i) = 2.5, temos que N(1 + i) = 2. Para que N(a) = 5, o« = +1 £ 2i ou

a = £2+1. Fazendo as possiveis combinacoes de 1 +1 e «, temos:
o (1+4)(14+2i) =—1+4 3i;
o (14+4)(1—2i)=3—1;
e (1+1i)(—142i) =—-3+1;
e (14+4)(—1—2i)=1—3i;
e (1+14)(2+14) =1+ 3i;
o (1+4)(2—14)=3+1;
e 1+i)(—2+1i)=—-3—1i;
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o (1+i)(—2—i)=—1—3i.
Portanto, 1+ 3i ndo é primo e sua fatora¢ao € (1 +1)(2 +1i).

Exemplo 40. Vamos encontrar a fatoracao de 5+ 7i¢ Sua norma € 74, cuja fatoragao
em 7, € 2-37. Ja sabemos pelo Coroldrio 27 que um dos fatores de 5+ 7i € 1 4 1.

Vamos observar os inteiros gaussianos com norma 37, em sequida iremos multi-
plicd-los a 141 para obtermos 5+ Ti. Vamos representar o nimero 37 como soma de dois

quadrados:
37=6"+1*=1>+6".
Assim, podemos fatorar em primos gaussianos:
37=(6+1)(6—1) ou3d7=(1+6i)(1l—06i).

Os inteiros gaussianos sao primos, pois suas normas sao primos em Z. FEntao, temos as

sequintes combinacaoes:
o (1+4)(64+17) =5+7i;
o (1+1i)(6—1i)=T7+45i;
o (1+4)(1+6t) =—54+Ti;
e (1+4)(1—6i)=7-—5i.

Portanto, a fatora¢ao de 5+ Ti é (1 +14)(6 +1).

2.8.1 Elementos primos em Z][i]

Nesta segdo vamos estudar algumas propriedades algébricas de Z[i] com mais

profundidade. Em particular, caracterizar os primos em Z][i].
Lema 39. « € primo em Z[i] se, e somente se & € primo em Z][i].

Demonstragao. Iremos provar por negagao. Suponha que a nao seja primo em Zli],
entdo o = 3, onde v, 5 € Zli] sao divisores nao triviais de o. Por conjugacao, temos
@ = v6 =78 e portanto @ tem uma fatoracdo de niimeros nio triviais, ou seja, @ nao é
primo em Z[i]. A reciproca é verdadeira ja que o conjugado do conjudado de « é o préprio

Q. O
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Lema 40. Se o = a +bi com a-b # 0 ¢ primo em 7Zl[i], entdo N(a) = a® + b*> € primo

em 7.

Demonstracio. Note que N(a) = a®+b* = (a+bi)(a — bi) é um miltiplo de a. Suponha
que N(a) = a* + b® ndo é primo em Z, ou seja, N(a) = a*> +b* = m - n, com m,n > 2.
Por hipétese, o = a + bi é primo em Z[i], entao a|m - n, logo a|m ou a|n (Pelo Lema 37).
Digamos que m seja um multiplo de oo = a + bi, entdo m = 7 - , para algum v € Z[i], ou

seja, m nao pode ser associado «, logo multiplicando por n, temos:

m-n=v-a-n=(a+bi)(a— bi)

v-n = (a— bi).

Como n nao é uma unidade, entao a — bi nao é primo, o que é um absurdo, pelo Lema

2.8.1. O
Exemplo 41. 2+ 3i € primo em Z[i] e N(2+3i) =2*+3* =4+ 9 = 13 € primo em Z.

Lema 41. Seja a = a+bi € Z[i] com a-b# 0. Entao o = a + bi € primo em Z[i] se, e

somente se a®> + b* = p ¢ um niimero primo em Z com p = 1(mod 4) ou p = 2.
Demonstra¢ao. =) Suponha que a = a+bi é primo em Z[i]. Usando a aritmética modulo
4, vamos calcular a soma de a? + b* médulo 4:
02 = 0(mod 4),1%> = 1(mod 4),2* = 0(mod 4) e 3* = 1(mod 4),
logo um quadrado modulo 4 € igual a 0 ou 1. E sua soma médulo 4 é 0,1 ou 2, ou seja,
p=0(mod 4),p=1(mod 4) ou p =2(mod 4).

Se p = 0(mod 4), entdo 4|p, logo p ndo é primo. Pelo Lema 40, p = a® 4+ b* = 1(mod 4)
ou p = a®+ b* = 2(mod 4) e o tinico primo p = 2(mod 4) é p = 2.
<) Suponha que a® 4 b* = p é um niimero primo e que a = a + bi ndo é primo,

ou seja a + bi = v - B para algum v, 8 € Z[i|]. Entao,

N(a+bi) = N(vy-B) = N(a)N(p)
a®+b* = N(y)N(B)

p=N)N(B).

36



Como p é primo, entdao N(y) =1 ou N() = 1. Logo v ou  é uma unidade, o que é um

absurdo. Portanto a = a + bi é primo. m
Exemplo 42. —2 + 5i € primo em Z[i], pois N(—2+ 5i) =29 e 29 = 1(mod 4).
Observagao 4. A soma a® + b* nunca é congruente a 3 mddulo 4.

Observagao 5. Se a + bi é um primo em Z[i] com a* +b* = p = 2, entdo a + bi é um
dos quatro elementos:

Sea=1eb=1, entao a =1+1;

Sea=1eb=—1, entdo a =1 —i;

Sea=—-1eb=1, entio a = —1 +1;

Sea=-1eb=—1, entdo o« = —1 — 1.

Observacao 6. Considerando elementos da forma a ou bi em Zli], tem-se bi é um asso-
ciado de b, pois b = —i(bi). Agora os elementos da forma a + 0i € Z[i]. Note que, se n
¢ um inteiro composto em Z, entao n € um inteiro composto em Z[i|, pois paran =1 -$

comor,s>1emZ, temosn=r-s=(r+ 0i)(s+ 0i) € Z[i].
Lema 42. Se p é primo em Z com p = 3(mod 4), entao p também é primo em Zli].

Demonstra¢ao. Suponha que p nao é primo em Zli], entdo p = af onde nem « e nem f3

sao unidades em Z[i], logo

N(p) = N(af) = N(a)N(p)
p* = N(a)N(B).

Como N(a) > 1e N(B) > 1, temos N(a) = N(B) = p. Mas N(a) = N(f) é a soma
de dois quadrados e a soma de dois quadrados nunca pode ser congruente a 3 médulo 4
(Observagao 4). Portanto, a hipétese de p nao ser primo em Z[i] é falsa, logo p é primo

em ZJ[i]. O

Exemplo 43. 2 ndo € primo em Z[i] ji que ndo € congruente a 3 mddulo 4. Mas 11 é

primo em Z[i], pois 11 = 3(mod 4).

Em Z[i], o inteiro 2 pode ser fatorado em dois fatores primos, ou seja,

2 = (14i)(1 — ). E s6 multiplicar.
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Lema 43. Seja p um primo em Z. Se p = 1(mod4), entdo a congruéncia

2* = —1(mod p) tem solugdo.

Demonstra¢ao. Considere p # 2 e o polindmio

p—1

TP — 1 =(T"T —1)(T"T + 1) médulo p.

Vamos contar as raizes desses polinomios moédulo p. Ja vimos que um polinomio de grau

d nao tem mais que d raizes modulo p. Assim,

e 7771 — 1, tem p — 1 raizes diferentes médulo p;

p—1

° TT—l,temp_

raizes diferentes médulo p.

Portanto, T + 1 tem que ter raizes modulo p, ou seja, deve existir algum inteiro C' tal

que

0%1—1—150( mod p)

p—1

C7 =—1( mod p).

-1
Como p = 1(mod 4), entdo b = 2k é par. Portanto, (C*)? = —1(mod p), ou seja,

2? = —1(mod p) tem solucdo. O

Lema 44. Se p é um primo em Z com p = 1(mod 4), entdo p nao é primo em Z[i], mas

tem uma fatora¢ao em primos da forma p = (a + bi)(a — bi).

Demonstragio. Pelo Lema 43, exite m € Z tal que p|m? 4+ 1. Agora, considere o inteiro
p em Z[i]. Note que m®> + 1 = (m + i)(m — i), assim p|m* + 1 = (m +i)(m — i), temos
entdo que plm + i ou p/m — i (Pelo Lema 21), o que é um absurdo, pois teriamos que
p| £ 1 ou p| £ 4. Portanto, p ndo é primo em Z[i]. Assim, existem fatores nao triviais
a, B € Zl[i] tais que p = af. Aplicando norma em ambos os membros dessa equagao, temos
N(p) = N(a)N(B) = p*. Portanto, N(a) = N(B) = p. Escrevendo a = a+bi e 3 = c+di,
temos p = a® + b* = (a + bi)(a — bi), ou seja, ¢ + di = a — bi. O

Exemplo 44. 5 € primo em Z e 5 = 1(mod 4), entao 5 = (2 +14)(2 — 7).
Exemplo 45. 13 € primo em Z e 13 = 1(mod 4), entao 13 = (3 + 2i)(3 — 2i).

Resumindo os resultados dos Lemas 40, 41, 42, 43 e 44 temos:
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Teorema 45. Os elementos primos em Z[i] sdo os sequintes:
(1) associados dos inteiros da forma p + 0i, onde p € primo com p = 3(mod 4);
(2) associados de 141 el —1i; e

(3) elementos a + bi tais que N(a + bi) = a®> + b = p um nimero primo com

p = 1(mod 4).
Demonstracao. (1) Segue do Lema 42;
(2) Segue da Observagao 5; e

(3) Segue dos Lemas 40, 41, 43 e 44.
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Capitulo 3

Aritmética Modular em Z|i]

Neste capitulo vamos nos dedicar a um estudo sobre a aritmética modular dos
inteiros gaussianos. Veremos que algumas propriedades de Z serao transportadas para
Z[i]. Faremos também a construgao das classes residuais médulo um inteiro gaussiano. E
por fim a extensdo do Pequeno Teorema de Fermat para Z[i], como também o Teorema

de Euler.

3.1 Aritmética Modular em Z|i]

Definicao 22. Sejam «, B e n inteiros gaussianos. Dizemos que o é congruente a (3
mddulo n, indicado por o = f(mod n), quando n|la— 5. Ou seja, o« — = no, para algum
d € Z[i.

Exemplo 46. Vamos verificar se 2+4i = 2 —i(mod 1+ 1).Por definicio de congruéncia

para que seja verdade esta relagdo, 1 + (24 41) — (2 — i), ou seja 3 € Zli] tal que

(2+4i)—(2—1i)=(1+1)0
(2+41) — (2 - )—(5
(1+1)
Gi) (1-i) _
(14+14)(1—19)
5+ b
5 =9
24 2izg

5 5
como o + 51 & Z[i], entdo 2+ 4i # 2 — 1(mod 1 +1).

40



Exemplo 47. Vamos verificar se 145i = —3—2i( mod 2+1).Por defini¢ao de congruéncia

para que seja verdade esta relagao, 2+ 1|(1 + 5i) — (=3 — 2i), ou seja 36 € Z[i] tal que

(1+50) — (=3 — 20) = (2 +1)6
(1+50) — (=3 — 2i)

(24 1) =0
A+7)@-i)
(2414) (2—1)
154100 _
5
3+2i=9§

como 3 + 2i € Z[i], entdo 1+ 5i = —3 — 2i(mod 2 + 7).

Exemplo 48. Quais os possiveis valores de o para que 2i = «(mod i). Adotando

a=a+bi e =m+ni. Para que a congruéncia seja vdlida, i|2i — (a + bi).

2i — (a + bi) = i(m + ni)

—a+ (24+bi=—-n+mi

‘ . m
Pela igualdade obtemos os sequintes resultados: a = n e b = 5 Como a e b devem
ser numeros inteiros, qualquer combinacdo de a e b, onde o numero b seja um nimero
divisivel por 2 satisfaz a congruéncia. Vejamos para o sequinte caso: a =2 e b =4, temos

a congruéncia 21 = 2 + 4i( mod @) que de fato € verdadeira pois

Quando temos congruéncia médulo 0, ou seja para «, 8 € Zli], « = S(mod 0),
por definigao, 0| — 3, entdo a — § = 0, obtemos uma igualdade o = 5. Daqui em diante

assumiremos que sera modulo diferente de zero.
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Na congruéncia para inteiros gaussianos, assim como nos inteiros, as propriedades

da soma e da multiplicacao sao vélidas, vejamos:

Propriedades: 4. Sejam a,d’, 3,5 € Zi]. Se a = a'(mod n) e § = '(mod 1), entdo:
i) a+ B =d + f(mod n)
i) af =o' B (mod n)

Demonstracao. i) Usando a definicdo de congruéncia, existe 7,0 € Z[i] tal que

a—a =nyef—p =nd. Somando as equacoes membro a membro, temos

a—ao + 3-8 =ny+no
a+f—(+8)=nly+9)
o que nos dd que na+ B — (o’ + '), portanto a + 3 = o’ + #'(mod 7).

ii) Usando as equagoes do item i), iremos multiplicar a primeira por 3 e a segunda por

o’ e por fim faremos a soma delas.

Bla—a')+d' (B —B") = B(ny) + o/ (nd)
o — po’ + o' — ' =npy+na'd
aff —d'f =n(By+d'9)

portanto, n|af — o/F, pela definigao de congruéncia, a8 = o/'( mod n).

Vejamos um exemplo aplicando essas propriedades.

Exemplo 49. Sejam 1+ 12i =2 —i(mod 3+1i) e 11+ 5i = 2+ 2i(mod 3+14). Somando
as congruéncias, obtemos 12+ 17i = 4 4+ i(mod 3 +14). O que de fato € verdade pois,

(124 17i) — (4414) (8 + 16i) (3 — 1)

(3+1) T (3414) (3—1)
24— 8i+48i+ 16
N 10
40 40,
“10 10
=444

42



ed+4ieZ[i.
Ao multiplicarmos, obtemos —49 + 137i = 6 + 2i( mod 3+ 1), que € verdade, pois

(—49 + 137i) — (6 +2i) (=55 + 135i) (3 — i)

(3+1) o (3414)  (3—1)
_ —165 4+ 55i + 405i + 135
N 10
~ —30 4 460:
N 10
= —3 + 461,

assim —3 + 46i € Z[1].

Um inteiro gaussiano pode ser reduzido moédulo «, para isso fazemos a divisao

por «, obtendo assim um inteiro gaussiano como norma reduzida, utilizando o resto.

Exemplo 50. Vamos calcular (1 + 2i)*(mod 14 14). Calculando a poténcia, temos

(1+20)° = (1 +20)*(1 + 24)
= (=3 + 4i)(1 + 2i)

=-11-2

fazendo a divisao de —11 — 2i por 1 + i, temos

(—11—2i) (1 —4)  —11+115—2i —2

(1+4) (1—14) 2
~13 9
= —+ =1
2 2
13 9 . , N
como —— = —06,5 e 5 = 4,5, podemos usar —7 + 41 como quociente dessa divisao,

11— 2 = (1 +4)(~7 + 4i) +
11 =2 — (114 3i) =

=

portanto, (1+ 2i)*> =i(mod 1 +1).

E muito importante, para os resultados deste trabalho, ressaltarmos que a con-

gruéncia modular em Z[i] é uma relacao de equivaléncia pois é: reflexiva, simétrica e
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transitiva.
Propriedades: 5. Sejam «, 3,7,6 € Z[i].
i) a=a(mod v)
ii) Se o = B(mod 7), entdo = a(mod )
iii) Se a = f(mod 7) e f=d(mod v), entdo a = 6(mod 7).

Demonstracao. i) Temos que a — a = 0 e 0 é divisivel por v ou seja, |0, que implica

v|a — a, pela definigdo de congruéncia a@ = «( mod ).

ii) Como v|aw — 8 por hipdtese, entao existe x € Z[i] tal que o — f = 7k, somando
f—a—~Kk em ambos os membros, temos que —yk = f—a que nos dé y(—k) = f—q,

assim |3 — a, pela defini¢ao de congruéncia, 8 = a(mod ).

iii) Por hipétese, se a = B(mod «) e f = §(mod 7), entdao vy|aw — f e y|f — §, respecti-
vamente. Existem k1, ko € Z[i] tal que a — = k1 e f— 9 = Yk2, somando membro

a membro as equagoes, temos

a—B+p—0="vK + Yk

a— 0 =7(k + ka)

ou seja, v|aw — §, pela definigdo de congruéncia, o = 6( mod 7).

]

Como vimos, a congruéncia médulo v € Z[i] é uma relacao de equivaléncia,
agrupando os inteiros gaussianos em classes de equivaléncia, chamadas de classes residuais

modulo v, indicadas por Z[i] /(7).
Defini¢ao 23. Sejam «, B € Z[i|. Chamamos de classe residual o, 0 conjunto
a={f € Z[i]; 8 = a(mod 7)}.

Em outras palavras, o conjunto das classes residuais médulo v, indicado por
Z[i]/(7), é formado pelos restos da divisao de 5 por 7, ou seja § = « + 7, para algum
n € Z[i], onde 0 < N(a) < N(v).
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Em Z, para construirmos a classe residual de algum niimero inteiro, é pratica-
mente uma tarefa simples, ja em Z[i] essa tarefa requer um pouco mais de atencao. Para
v € Zli], todos os elementos de uma classe residual tém o mesmo resto na divisao por 7,
desde que na divisao o quociente e o resto sejam unicos.

Assim, enumerar as classes residuais é enumerar os possiveis restos na divisao
por 7, portanto a quantidade de classes residuais de Z[i]/(7) é finita, pois existe uma
quantidade finita de elementos de Z[i] que possuem norma menor que N (7).

Para construirmos as classes residuais de Z[i]/(7y), é necesséario levarmos em con-
sideracao que: ou a classe residual é formada pelos multiplos de v, ou pelos possiveis
restos da divisdo por 7. Para o primeiro caso, f = 0(mod ) que é equivalente a dizer

que 8 = yn, para algum n € Z[i]. Se n = a + bi, entdo
B =(a+bi) = ay + b(iv),

ou seja, [ é uma combinagao linear dos inteiros gaussianos v e iy. Ja no segundo caso,
f = a(mod v) que implica em = o + yn para algum n € Z[i] e 0 < N(a) < N(7v).
Como a norma é um numero inteiro positivo, entao pelo Principio da Boa Ordem, as

possiveis normas de « sao:

Portanto, o conjunto Z[i|/(7) é finito e seus elementos sao distintos. Vamos indicar o

nimero de elementos de Z[i] /() por |Z[i]/(7)]-

Exemplo 51. Encontre as possiveis classes residuais de 3 — i ou seja, os elementos de

Zl[i]/ (3 —1).

Como N(3 —i) = 10, temos as possiveis classes residuais:
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e N(@)=N(3—i)—1=9, a € {£3,£3i};

e N(a) =N(B—1i)—2=8, ae {£(2+2i),£(—-2+21)};

e N(a) = N(3—1i) —3 =7, nao existe elemento em Z[i] com norma 7;

e N(a) = N(3—1i) —4 =6, nao existe elemento em Z[i] com norma 6;

o N(@)=N(3—i)—5=5, ae {£(1+2i),£2+1),£(—1+2i), £(~2 +1)};
e N(a)=N(3—i)—6=4, a € {£2, +2i};

e N(a) = N(3—1i)—7=3, nao existe elemento em Z[i| com norma 3;

e N(a)= N3 —i)—8=2, ae{+(1+i),+(-1+i)};

e N(@)=N(3—i)—9=1, a e {£],+i};

e N(a)=N(B—i)—10=0, a  {0}.

Temos a principio 29 classes residuais, mas, para considerarmos nessa contagem, temos
que verificar quais sao congruentes modulo 3 —1. Fazendo esta andlise podemos constatar

que:

el =-3=-2+i(mod3—1), pois 1, —=3i e —2 + i pertencem a mesma classe

residual;

e2=-2-2i=—1+i(mod 3 —1), pois 2, =2 — 2i e —1 + i pertencem a mesma

classe residual;
e i =—1—2i=3(mod 3—1), poisi, —1 —2i e 3 pertencem a mesma classe residual;

e l+i=—-2+4+2i=—-2i(mod 3 —1), pois 1 +1, =2+ 2i e —2i pertencem a mesma

classe residual;

e2+i=-2—i=—-1+2i=1-2i(mod3—4), pois2+i, —2—i, —1+2i e 1—2i

pertencem a mesma classe residual;

e —1—i=2-—2i=2i(mod 3—1), pois —1 —1i, 2—2i e 2i pertencem a mesma classe

residual;
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o —i =142 = —3(mod 3 — i), pois —i, 1 + 2i e —3 pertencem a mesma classe

residual;

e 2=2+42i=1—1i(mod 3 —1), pois —2, 2+ 2i e 1 — i pertencem a mesma classe

residual;

e —1=3i=2—1i(mod 3—1), pois —1, 3i e 2—1i pertencem a mesma classe residual;

e

e 0 representa os multiplos de 3 — 1.

Portanto, ao invés de 29 classes, obtemos 10 classes disjuntas que sao

Assim, |Z[i]/(3 —1i)| = 10.

Para enumerarmos cada classe residual, basta somarmos ou subtrairmos 3 — 1,
—(1+i)={, =10+ 2, =T+, —4, —(1+14),2 — 2,5 — 3i,8 — 4i, ...},
—2={.,—11+3i,—-8+2i,—5+1i,—2,1 —i,4—2i,7—3i,..},
i={.,-94+2i,—6+1,—3,—4,3 — 21,6 — 30,9 — 44, ...},

{; =10+ 3i, -7+ 2i,—4 +i,—1,2 — 1,5 — 20,8 — 3, ...},
0={.,-9+3i,—6+2i,—-3+4,0,3—14,6—2i,9—3i,..},
1={.,-8+3i,—5+2i,—2+4,1,4—14i,7—2i,10 — 31, ...},
={.,=9+4i,—6+3i, -3+ 2,i,3,6 — 1,9 — 2i, ...},
2={.,—T+3i,—4+2i,—1+4,2,5—1,8—2i,11 — 3i,...},
T+i={.,-84+4i,~5+3i,—2+2i,1+i,4,7—1i,10—2i,..},

24 i={,—T+4i,—4+3i,—14+2i,2+i,58—i 11 —2i,..}.

.

Uma outra maneira de analisarmos e obtermos as classes residuais médulo v € Z][i
¢ através de uma andlise geométrica, onde esbogamos os miltiplos inteiros gaussianos no

plano complexo.

Exemplo 52. Geometricamente, quais as classes de Z[i]/(3 —1)?

Para B maltiplo de 3 — i temos B = 0(mod 3 — i), entdo 3 a = m + ni € Z[i] tal que

(3 —14)(m + ni)

p
B=3—i)m+(3—i)ni
p

(3 —i)m + (1 + 3i)n,
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portanto, 5 € a combinagdo linear dos vetores (3,—1) e (1,3).

Figura 3.1: Vetores 3 —i1e 1+ 3¢

Os maltiplos de 3 — 1 sao as combinagoes dos vetores da figura 3.1, produzindo a
mmagem da figura 3.2, onde o plano € ”coberto”por quadrados, através dos maltiplos gaus-
sitanos de 3 — 1, como vértices destes quadrados. Quando dizemos que inteiros gaussianos
sao congruentes, graficamente significa que eles estdo na mesma posicao relativa dentro
dos diferentes quadrados da figura 3.2.

Observe que 2 — i e 3 + 21 estdo na mesma posicao relativa dentro de um qua-
drado, portanto sao congruentes modulo 3 — v, o que podemos verificar algebricamente se

2—14i=3+42i(mod 3 —1):

(2—14d)— (34+2i) (—1-3i)(3+1)
(3 —1) (3 —4) (3+14)
—10¢

10
= —i € Z[i].
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Figura 3.2: Multiplos de 3 — 4

Observando a figura 3.3, os vértices dos quadrados sao os multiplos de 3 — i, por

1850 contamos so um dos vértices e cada ponto dentro desse quadrado € uma classe de

241, 3+14, 1 +2i, 24 24, 3+ 21, ou seja, |Z[i]/(3 —1i)| = 10. Quaisquer outros inteiros
gaussianos sao congruentes a algum dos elementos de uma destas classes, visto que cada
quadrado compartilha seus lados com quatro quadrados, cujo vértices sao obtidos adicio-
nando (3 —1), —(3—1),(1+3i) e —(143i). Ou ainda, dado um quadrado, obtemos outro
quadrado cujos vértices é um maultiplo de 3 — 1.

i / AT~ /
S / S

N~ / / ~ e

Figura 3.3: Classes residuais médulo 3 — i
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Exemplo 53. Quais as classes residuais de Z[i]/(2 —1i)?

Para  maltiplo de 2 — i temos que 5 = 0(mod 2 — 1), entao 3 a = m + ni € Z[i] tal que

(2 —4)(m + ni)

p
B=(2—i)ym+(2—i)ni
p

(2 — iym + (1 + 2i)n,

portanto, 5 € a combinagdo linear dos vetores (2,—1) e (1,2).

Figura 3.4: Vetores 2 —ie 1+ 27

Os mualtiplos de 2 — i sao as combinagoes dos vetores figura 3.4, produzindo a
mmagem da figura 3.5, onde o plano € ”coberto”por quadrados, através dos maltiplos gaus-
sitanos de 2 — 1, como vértices destes quadrados. Quando dizemos que inteiros gaussianos
sao congruentes, graficamente significa que eles estao na mesma posicao relativa dentro
dos diferentes quadrados da figura 3.5.

Observe que 1 4+ 1 e 2 4+ 3i estdo na mesma posicao relativa dentro de um qua-
drado, portanto sao congruentes modulo 2 — v, o que podemos verificar algebricamente se

1+i=2+43i(mod 2 —1i):

(14+i)—(2+3i) (—1—20)(2+14)

(2 —1) (2—4) (24+9)
_ —bi
5
= —i € Z[i].
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Figura 3.5: Multiplos de 2 — ¢

Observando a figura 3.6, os vértices dos quadrados sao os multiplos de 2 — 1,
por isso contamos so um dos vértices e cada ponto dentro desse quadrado € uma classe de
ou seja, |Z[i]/(2 —i)| = 5. Quaisquer outros inteiros gaussianos sao congruentes a algum
dos elementos de uma destas classes, visto que cada quadrado compartilha seus lados com
quatro quadrados, cujo vértices sao obtidos adicionando (2—i), —(2—1), (142i) e —(1424).
Ou ainda, dado um quadrado, obtemos outro quadrado cujos vértices € um mailtiplo de

2 —1.

PP SRl T N

Figura 3.6: Classes residuais médulo 2 — i

Exemplo 54. Quantas classes residuais de Z[i|/(2 + 2i)?
Para  maltiplo de 2+2i, temos que = 0( mod 242i), entdo Ja = m+ni € ZJi]
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tal que

= (24 2i)(m + ni)

p
B = (24 2i)m+ (2 + 2i)ni
B=(2+2)m+ (=2 + 2i)n,

portanto, 5 € a combinagao linear dos vetores (2,2) e (—2,2).

Figura 3.7: Vetores 2+ 2i e =2+ 21

Os muailtiplos de 2 + 2i sao as combinagoes dos vetores da Figura 3.7, produzindo
a imagem da Figura 3.8 onde o plano é completado através dos maltiplos gaussianos de

2 4+ 2i, como os vértices destes quadrados.

/

Figura 3.8: Multiplos de 2 4 2:

Diferente do exemplo anterior, nao haviam inteiros gaussianos nos lados dos
quadrados. Entdo um conjunto de classes residuais modulo 2 4+ 21 sao todos os inteiros

gaussianos dentro de um quadrado e em dois lados adjacentes, contando apenas um vértice.
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Figura 3.9: Classes residuais médulo 2 + 2;

Portanto, Z[i]/(2+2i) tem 8 classes residuais: 0, —1 + 14,7, 1 + 4, —1 + 24,24, 1 + 2i
e 3i. Quaisquer outros inteiros gaussianos sao congruentes a algum destes niimeros, logo
|Z[i]/(2 + 2i)| = 8.

Observe que 21 e 6 4 41 estdo na mesma posicao relativa no quadrado, entdo eles

pertencem a mesma classe residual modulo 2 + 21.

Vejamos algumas propriedades da aritmética modular em Z[i] que foram facil-

mente transportadas de Z.

Teorema 46. Se 7 é primo em Z[i], entdo af = 0(mod 7) se, e somente se

a=0(mod 7) ou = 0(mod 7).

Demonstra¢ao. Como 7 é primo e af = 0( mod 7), entdo 7|a S, ou seja 7|a ou 7|3, em ou-
tras palavras, o« = O(modw) ou f = 0(mod 7). Reciprocamente, se
a = 0(mod 7), temos que o« = wk para algum k£ € Z[i], multiplicando essa equagao
por 3, temos af = w(kf) portanto, m|af e af = 0(mod 7). Analogamente quando

f = 0(mod 7). O

Teorema 47. Sejam o, € Z[i], com B # 0. Entio ax = 1(mod ) tem solugdo
se, e somente se mdc(a, ) = 1 em Z[i]. Se a e B sdo relativamente primos, entdo

ax = y(mod () tem solugao inica x.

Demonstragao. Pela definicao de congruéncia, S|ax — 1 portanto, ax — 1 = v o que
implica em ax + S(—7v) = 1. Como o numero 1 pode ser escrito como uma combinagao

linear de a e 8 assim, «a e [ sao relativamente primos. Uma vez que « possui inverso
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(mod ), multiplicamos a congruéncia pelo inverso de a( mod f3)

d'ar = o'y( mod )

r = a'y( mod B),

r = a’v(mod ) é a solugao tnica. O

Exemplo 55. (1 + 5i)x = 1(mod 7 + 117) tem solugdo?
Para responder essa pergunta, precisamos verificar se 1+5i € relativamente primo

a7+ 11i. Utilizando o algoritmo de Fuclides temos que

T4+ 11i = (14 5i)(2 —4) + (20)
145i=(20)(2—1i)+ (—1+1)
2i=(—1+4)(1—1)+0.
Como mdc(1l + 5i, 7+ 11i) = —1 4+ i e seus associados, entdo nao consequiremos
resolver esta equagado.
Exemplo 56. Podemos resolver (5 + 3i)z = 1(mod 2 —7)?

Vamos verificar se 5+ 3i € relativamente primo com 2 — 1.

54+3i=(2—149)(2+2i)+ (=1 +14)
2—i=(=1+4)(-2—-14)+(-1)

(=1+44d)=(=1)(1 —1)+0,

como o maximo divisor comum entre 5+ 31 e 2 —1 é —1 e seus associados, portanto sao

primos entre si. Agora vamos encontrar a solucdo para a equacdao utilizando o algoritmo
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estendido de Fuclides.

2—14)— (=1+d)(-2—1)
2—4)—[(5+3i) — (2—19)(24 2))(-2 — 1)
2—9)—(b+3)(—2—10)+(2—10)(242i)(—2 —1)

) —
) —
) —
2 — )1+ (24 20) (=2 — )] — (5+30) (=2 — i)
2 —i)(—1— 6i) — (5 + 3i)(—2 — 4)

2 —i)(1 + 6i) + (5 + 3i)(—2 — 1)

Entao a solucio r = —2 — 1.

Corolario 48. Seja m um primo gaussiano. Cada o Z 0(mod 7) tem um inverso multi-

plicativo modulo e qualquer congruéncia polinomial
Cpa" 4 Cp_1z" ' + ...+ Croz + Cy = 0( mod 7)
onde C; € Z[i] e C,, Z 0(mod ), tem no mdzximo n solugées mddulo .

Demonstra¢ao. Como 7 é um primo gaussiano, qualquer « € Zli], onde a # 0( mod ),
entao podemos dizer que 7 é relativamente primo como «, portanto para cada «, existe
um inteiro gaussiano que é inverso de a(mod 7), pelo Teorema 47. Assim, como todo
elemento de Z[i]/(7), com excecao do 0, possui inverso em Z|[i], entao Z[i]/(7) ¢ um corpo.
Portanto, este corolario é um caso especial, quando polinomios de grau n, tem no maximo

n raizes. ]

Ao fazermos as congruéncias com inteiros gaussianos, nos deixa a duvida se as
congruéncias que sao validas em Z, deixam de existir em Z[i]. Porém, o Teorema a seguir

nos garante que nao.

Teorema 49. Para a,b e c € Z, a = b(mod ¢) em Z se, e somente se a = b( mod ¢) em

Zl[i].
Demonstragao. Reescrevendo o Teorema em termos de divisibilidade, temos
cl(a—b) em Z — c|(a — b) em Z[i].

Pelo Teorema 24, a divisibilidade dos inteiros ndo muda quando se trabalha em Z[i].

Portanto, a = b(mod ¢) em Z se, e somente se a = b( mod ¢) em Z[i]. O
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3.2 Pequeno Teorema de Fermat

Até agora, a aritmética modular em Z[i] tem o comportamento parecido com Z,
mas quando tratamos do Pequeno Teorema de Fermat, nao é tao simples assim. Em 7Z,
se p é primo e a # 0(mod p), entdo a” ' = 1(mod p). Em Z[i] ndo podemos estender
naturalmente o Pequeno Teorema de Fermat. De fato, para o primo 7 = 3 em Z[i] e

a =1, temos
aZ0(mod ) ea™ ! =i*=—1% 1(mod 3).

Vamos nos inspirar na prova do Pequeno Teorema de Fermat em Z e ver como apare-
ceu a poténcia a’~': comparando os dois conjuntos {1,2,3,...p — 1} e {1-a,2-a,3 -
a,...,(p — 1) - a}, com mdc(a,p) = 1. Temos que o produto, (p — 1)!, dos elemen-
tos de cada conjunto é congruente médulo p, cancelando o fator comum, obtemos que
a’~' = 1(mod p). Logo, a origem de a”* vem do fato de que existem p — 1 fatores ndo
nulos médulo p, ou seja, o expoente de a?~! é o nimero de elementos nao-nulos médulo p.
Logo, o ntimero de classes residuais distintas nao-nulas médulo p é p—1. Assim, podemos

ter o Pequeno Teorema de Fermat em Z[i].

Teorema 50. Seja m um primo gaussiano e n(w) = |Z[i]/(7)| o nimero de classes resi-

duais mddulo w. Se o # 0(mod ) para a € Z[i], entdo ™™~ = 1(mod 7).

Demonstragao. Seja Z[i]/(m) o conjunto das classes residuais médulo 7. Como n(w) é
o ntimero de inteiros gaussianos médulo m, entao Z[i]/(m) é formado pelas n(w) classes
residuais distintas 1, 2, ..., Bu(x)—1, Bu(r) onde By = 0. Consideremos agora a sequéncia
af, afs, ..., afyx-1. Suponha que off; = aff;( mod ) para algum ¢ e j inteiros. Ao mul-
tiplicarmos essa congruéncia pelo inverso de a( mod 7) (é possivel pois a # 0( mod 7))
temos que f; = f;(mod 7), o que é um absurdo, pois sao classes residuais distintas, por-
tanto a3y, afs, ..., By (x)—1 também é um conjunto de classes residuais moédulo . Assim ao
multiplicarmos as classes residuais congruentes diferentes de 0, mantemos a congruéncia,

temos entao

Br-Ba s Bamy—1 = (aBr) - (af2) - ... (aBn(m)—1)( mod )
51 ’ 62 Tt ﬂn(ﬂ')_l = Oén(ﬂ)il(ﬁl : ﬁ2 R /871(71')—1)< mod 77)

26



Como cada f; é diferente de zero médulo m podemos canceld-los em ambos os lados da

congruéncia, pois m é um primo gaussiano e mdc(m, 5;) = 1, temos que
1= a1 mod 7),
assim,

™™=t = 1( mod 7).

Vamos apresentar uma maneira de calcular n(r).
Lema 51. Se x # 0 em Z, entdo n(z) = z°.

Demonstragao. Sabemos que um inteiro gaussiano a + bi é divisivel por x quando z|a e
x|b. Assim sendo, vimos que a + bi = ¢ + di( mod z) se, e somente se a = ¢(mod z) e
b = d(mod z). Portanto, o nimero de classes residuais incongruentes médulo x é igual a

xr-r =2 O

Lema 52. Se v # 0 em Z[i], entdo n(y) = n(7).

Demonstragdo. Sabemos que para «, 3,7 € Zli], se a = B(mod ), entdo @ = B(mod 7).
De fato, se a« = B(mod ), entdo vy|a — f, dai a — B = §v para algum v € Z[i]. Por
conjugacao, temos a—f= ﬁ, entdo a — 3 = 37, portanto a = B( mod 7).

Assim, o numero de classes residuais médulo + é igual ao nimero de classes

residuais médulo 7, ou seja, n(y) = n(7). O
Lema 53. Se «, 5 € Z[i, diferentes de zero, entdo n(af) = n(a)n(f).

Demonstracao. Seja x1,xs, ..., T, o conjunto das classes residuais médulo « e yy, Yo, ..., Ys
o conjunto das classes residuais médulo 3, entdo n(a) = r e n(f) = s. Dado qualquer
z € Zl[i], temos que z = z;(mod «), para algum i. Assim, z — x; = at, para t € Z][i],
e t = y;j(mod ) para algum j. Escrevendo ¢t — y; = fw para algum w € Z[i], entdo

t = y; + Pw. Substituindo a segunda equacao na primeira, temos

z=at+z; =aly; + pw) + z, = z; + ay; + afw = x; + ay;(mod af).
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Assim os r-s nimeros x; +ay; sao um conjunto de classes residuais médulo 3. Precisamos
mostrar que as classes sao disjuntas. Suponha que z; + ay; = zy + ay;(mod af) [1],
vamos mostrar que i = i’ e j = j'. Reduzindo ambos os lados médulo «, z; = zy( mod «).
Como os x’sao classes residuais médulo «, disjuntas, entdao z; = xy, ou seja ¢ = 7’.
Agora subtraimos z; em ambos os lados da equagdo [1], entdo ay; = ay;(mod af),
agora dividindo por « toda a congruéncia, temos que y; = y;(mod ). Como os y’s
sao classes residuais médulo 3, disjuntas, entdo y; = y;, ou seja j = j'. Portanto,

n(af) =r-s=n(a)n(p). O
Podemos verificar essas propriedades geometricamente, pelos exemplos a seguir.

Exemplo 57. Calcule o numero de classes residuais modulo 2.
2(m+ni) = 2m+ 2in, sao os miltiplos de 2. Podemos formar um quadrado com

os vetores (2,0) e (0,2).

@

Figura 3.10: Classes residuais moédulo 2

O conjunto de representantes modulo 2, € formado a partir dos inteiros gaussianos

dentro e no quadrado. Usando apenas um dos vértices e dois lados adjacentes, pois 0s

outros vértices e lados sao congruentes, temos 4 representantes: 0,1,7 e 1 + 4.

Portanto, n(2) = 4 = 22.

Exemplo 58. Calcule o numero de classes residuais modulo o« = —2+1 e deaw = —2 —1,
seu conjugado.
(=2+1i)(m+ni) = (—2+i)m+ (—1—2i)n, sdo os miltiplos de —2+1i. Podemos

formar um quadrado com os vetores (—2,1) e (—1,—2).
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Figura 3.11: Classes residuais médulo —2 + ¢

(=2 —1d)(m+ni) = (=2 —1i)m+ (1 — 2i)n, sdo os miltiplos de —2 —i. Podemos

formar um quadrado com os vetores (—2,—1) e (1,-2).

-

Figura 3.12: Classes residuais modulo —2 — ¢

O conjunto de representantes modulo —2 + i, é formado a partir dos inteiros

gaussianos dentro e no quadrado. Usando apenas um dos vértices,temos 5 representantes:

0,—1,-2,—1—4 e —2—1 e o conjunto de representantes modulo —2 — i, é formado a

partir dos inteiros gaussianos dentro e no quadrado. Usando apenas um dos vértices, pois

0s outros sao congruentes, temos 5 representantes: 0, —i, —2i, —1 — i e —1 — 2i.

Portanto, n(a) =5 = n(a).

Exemplo 59. Calcule o numero de classes residuais modulo a3, onde « = 3 e f = —2+1.
af =(3)(-24+1) =—-6+3i
(=6 4 3i)(m + ni) = (=6 + 3i)m + (=3 — 6i)n, sao os multiplos de —6 + 3.

Podemos formar um quadrado com os vetores (—6,3) e (—3,—6).
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Figura 3.13: Classes residuais médulo —6 + 3i

O conjunto de representantes modulo —6 + 3¢, € formado a partir dos inteiros
gaussianos dentro e no quadrado. Usando apenas um dos vértices e dois lados adjacentes,

temos 45 representantes.

Portanto, n(af) =45 =9-5 = n(a)n(f)

Agora temos condigoes de construir uma férmula para calcularmos a quantidade

de classes residuais moédulo «.

Teorema 54. Se a # 0 em Z[i], entao n(a) = N(«), ou seja, o nimero de elementos de
Z[i] /() € N().
Demonstracao. Note que n(a@w) = n(a)n(@) (Pelo Lema 53). Entao
n(a@) = n(a)n(a) = n(a)® (Pelo Lema 52). Como aa = N(a) € Z, entdo
n(aa) = n(N(a)) = N(a)® (Pelo Lema 51). Portanto, n(a)*> = N(a)?, ou seja,
n(a) = N(a).

[

Essa féormula nos permite calcular o niimero de elementos de Z[i] /() sem listar

todos os representantes das classes residuais médulo a.

Exemplo 60. Calcule a quantidade de representantes da classe residual modulo 3 + 2i.
Como vimos, basta calcularmos N (3 + 2i) = 3> +22 = 9 + 4 = 13. Portanto,
Z[i)/(3 + 2i) tem 13 classes residuais distintas.

Com o Teorema 54, podemos dar um novo formato para o Pequeno Teorema de

Fermat.
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Corolario 55. Seja m um primo gaussiano e a Z 0( mod 7), entdo
oN™=1 = 1(mod n).

Vejamos agora alguns exemplos aplicando este importante resultado para os In-

teiros Gaussianos.

Exemplo 61. Para m = 3 primo em Z[i]. O conjunto das classes residuais mddulo 3 é
Z[i]/(3). Temos N(3) = 3% =9 classes residuais.

Z[i)/(3) = {0,1,2,i,1 + 4,2 + 1,2, 1 + 27,2 + 2i}.

Va # 0 € Z[i]/(3), o® = 1(mod 3). Se a =i, entdo i® =1 = 1(mod 3).

Exemplo 62. Calcule o resto da divisdo de (7 + 4i)'°" por 7 — 2i.
Como 7 —2i € primo e 7+ 4i Z 0(mod 7 — 2i), pois
T+4i(7T+2i) 414420 41 42

- et A
72 (7 + 2i) 53 53 T3t # 2L

Pelo Pequeno Teorema de Fermat,

(7 + 40)NT=20=1 = 1( mod 7 — 2i)

(74 44)7 1 = (7T +44i)°* = 1( mod 7 — 2i)
Elevando por 3 em ambos os lados da congruéncia, temos

((7 + 4i)°*)® = 1*( mod 7 — 2i)

(74 44)"° = 1( mod 7 — 2i)
Como 7+ 4i = 6i( mod 7 — 2i), multiplicando as duas congruéncias

(74 44)1° - (7T + 4i) = 1 - 6i( mod 7 — 2i)

(74 44)" = 6i( mod 7 — 24).

Portanto o resto da divisdo de (7 + 43)*" por 7+ 2i € 6i.

Exemplo 63. Mostre que (4 + 5i)*" + (4 — 74)°° = 0(mod 2 +i).
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Como 2+ € primo e 4+5i # 0( mod 2+1i) e4—7i # 0( mod 2+1), pelo Pequeno

Teorema de Fermat, temos

(4 + 50)NVCH1 = 1( mod 2 + 1)
(4+51)° ' = (4+5i)* = 1( mod 2 + i)
(4 +5)%° =1°( mod 2 + 1)
(4 +5i)* = 1( mod 2 + 1)

(4+5i)° - (4+5i)=1-(4+5i)( mod 2+ 1)

(4 +50)% = (44 5i)( mod 2 + 1)

(4 — 7))V = 1( mod 2 + 1)
(4 -7 =(4—7)* =1( mod 2 +1)
(4 —7)H" = 1"( mod 2 +1)

(4 —7i)" = 1( mod 2 + 1)
Somando as congruéncias,

(4 +50)% 4 (4 — 70)° = (4 + 57) + 1( mod 2 + i)

=545 =0( mod 2+ 1).

De fato 5+ 5i = 0(mod 2 + i), pois

54+5i(2—i) 1545

=3+ieZli
2+ (2—4) 5 +iezl

Portanto, (4 +50)*" 4+ (4 — 74)°° = 0(mod 2 +i).

3.3 Funcao ¢ de Euler

A funcao ¢ de Euler em Z conta o numero de inteiros k maiores que 1 e menores
que n, que sao relativamente primos com n. Ja vimos anteriormente que

o(n) = {k€Z:1<k <n,mde(k,n) =1}|, ou seja, o nimero de elementos invertiveis
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modulo n, que vamos indicar por ¢(n) = |U(Z,)|. Sabemos também que ndo podemos
comparar inteiros gaussianos. Para dar significado a fungao ¢ em Z[i], vamos considerar
a = a+bi, a # 0 e olhar para ¢(a) = ¢(a+bi) como sendo o niimero de inteiros gaussianos

que sao invertiveis modulo .

Definicao 24. Para cada o € Z[i] com o # 0, definimos o nimero de elementos in-

vertiveis mddulo o por |U(Zli]a)|. Assim, ¢p(a) = |UZ[i]/ ()| = |U(Z[i]a)|-

Observagao 7. Quando o = w € primo em Zli], todo inteiro gaussiano [ diferente de

zero € invertivel modulo 7, logo

¢(m) = |U(Z[i] /()| = N(m) = 1.

De fato, como Z[i]/(7) tem N(m) classes residuais mddulo 7, mas ao retirarmos a classe
do zero, ficam apenas com N(m) — 1 classes residuais dos inteiros gaussianos invertiveis

modulo .
Exemplo 64. Seja 2 + i primo em Z[i], entdo p(2+1) = N2+i)—1=5—-1=4.
Exemplo 65. Seja 7— 2i primo em Zli], entdo ¢p(7—2i) = N(7—2i) —1 =53 —1=52.

Devemos tomar cuidado quando estamos com a fungao ¢ em Z[i], pois ela pode
nao ser igual a fungao ¢ em Z. Por exemplo, ¢(3) = 2 em Z, mas em Z[i], ¢(3) = 8.

Podemos calcular também a quantidade de classes residuais invertiveis modulo
i, onde p é um numero gaussiano composto. Para isso, precisaremos verificar se em Z[i],

vale as propriedades da multiplicatividade e da poténcia, as quais valem em Z.
Teorema 56. Para o, § € Z[i] e mde(a, f) =1, entdo ¢p(af) = ¢(a)p(B).

Demonstragao. Sejam «, 8 € Z[i] com « e [ relativamente primos. Pelo Teorema 34:
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Sendo esta funcao multiplicativa podemos encontrar uma féormula para a funcao
¢ em Zl1].

Teorema 57. Se m é um primo gaussiano, entdo ¢(7*) = N () (1 - ﬁ)
Demonstracao. Para fazermos esta prova, devemos considerar dois casos:

Caso 1: m = a + bi, onde a e b sao diferentes de zero.

Pelo Teorema 54, n(n") = N(7*), como a Norma é multiplicativa N (7%) = N (m)¥,
isso nos diz que o niimero de inteiros gaussianos médulo 7 é N(7)¥. Para calcularmos
¢(7*), devemos subtrair desse conjunto todos os elementos que nao sio invertiveis médulo
7. Ou seja, devemos subtrair todos os elementos que dividem 7*. Pelo Teorema 26, sabe-
mos que se para algum o € Z[i], a|7*, entdo N(a)|N(n"*). Pelo Teorema 45, N(7) deve ser
primo em Z. Entdo os tnicos divisores de N (7)" sdo 1, N(7), N(7)?, ..., N(7)*"1(N(x)).

Existem N(7)F~! desses divisores. Entdo

Caso 2: Seja m = ua, onde u € {—1,1,—4,i} e a é um primo impar em Z[i], tal
que a = 3(mod 4).

Pelo Teorema 54, n(7*) = N(7*), como a funcio Norma ¢é multiplicativa
N(m) = N(x)k Entdo o total de inteiros gaussianos médulo 7% ¢é
N(m)¥ = N(ua)* = (N(u)N(a))* = (a*)*. Como no caso anterior, devemos subtrair

todos os inteiros que nao sao relativamente primos a a?*. Como a é um nimero primo, os

tinicos divisores de a** sdo a?,d®, ..., (a?)* ! (a?). Existem (a?)*' desses divisores. Entao

m
Agora, podemos calcular a funcao ¢ de Euler para quaisquer inteiros gaussianos.
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Teorema 58. Seja i inteiro gaussiano diferente de zero,

o) =N T (1 35 )

|y
Demonstragao. Se p for primo, ja temos o resultado na Observacao 7, ¢p(u) = N(u) — 1.

Se nao, p pode ser escrito como um produto de fatores primos, ou seja, p = m'm>...m "

Entao,
b(1) = Srmg?..).
Como ¢ é multiplicativa, pelo Teorema 56, temos
o) = o(my")p(m3?)...o(my ).

Agora, pelo Teorema 57

6(1) = N(x}") (1 - ﬁ) N(m3?) (1 - Né@) - N () (1 B N(17rn)>
6(1) = N(x )N (m32)...N (x7) (1 - ﬁ) (1 - ﬁ) (1 B ﬁ)

Como os n primeiros termos multiplicados é N (), entao

Exemplo 66. Considere o = 24 + 23i. Ao fazermos a fatoragao de o em primos gaus-
sianos. N(a) = 24% + 23% = 576 + 529 = 1105. Fatorando o nimero 1105 = 5-13 - 17.
Podemos escrever 5 =12 422,13 =224+ 3% ¢ 17 = 12 + 4°.

Os inteiros gaussianos com norma 5 sao 1 +2i e 1 — 21
Os inteiros gaussianos com norma 13 sao 2+ 3t e 2 — 31

Os inteiros gaussianos com norma 17 sao 1 +41 e 1 — 41
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Entao a fatoragdo de a = 24 + 231 = (1 + 2i)(2 + 3i)(1 — 44). Usando a formula

pra obtermos ¢(«),

dla) = $(24 + 230)

:1105(1—%) <1—%> (1—117)
-0 (5) () ()
= 1105 <%085>

= 768.

Exemplo 67. Quantas classes residuais invertiveis modulo 3 + 4i existem?
Basta calcularmos ¢(3 + 4i). Como N(3 + 4i) = 25 = 5 -5, podemos escrever
5=2°+1% entio 3+ 4i = (2+1)*. Assim,

P(3+4i) = ((2+1)%)
5 1
=N2+i) (“m)

o}

Portanto, existem 20 elementos invertiveis modulo 3 + 4i.

Exemplo 68. Calcule ¢(5).

A fatoragdo em primos é 5 = (1421)(1—2i). Como 1421 e 1—2i sdo relativamente
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primos, entao

¢(5) = o((1 + 2i)(1 — 2i))
= ¢(1+20)p(1 — 24)
= (N(1+2i) — 1)(N(1 — 2i) — 1)
— (5-1)(5-1)

= 16.

Teorema 59. (Teorema de Euler) Sejam o« e u inteiros gaussianos e mde(a, p) = 1,

entao
a®™ = 1(mod p).

Demonstragao. Seja U(Z[i]/(1)) = {1, 2, .-.; fo(u) } © conjunto das classes residuais in-
vertiveis médulo p, entdo U(Z[i]/(w)) possui ¢(u) elementos. Consideremos agora a
sequéncia ajiy, aufly, ..., ftg(ny- Suponha que ag; = apu;(mod p) para algum @ e j in-
teiros. Como mdc(a, 1) = 1, ent@o « é invertivel médulo p (Teorema 47). Multiplicando
a congruéncia pelo inverso de o médulo p, temos que y; = p;(mod p), o que é um ab-
surdo, pois sao classes residuais distintas moédulo p, portanto, ajpiy, apa, ..., apig(,) € um
conjunto de classes residuais médulo p. Como mde(u;, ) = 1 e mde(a, u) = 1, entao
mdc(aj;, 1) = 1 (Teorema 34). Portanto, ajir, aufia, ..., pign) € também um conjunto das
classes residuais invertiveis médulo . Cada ap; deve ser congruente a um unico elemento

de U(Z[i]/(r)) médulo p, temos entao a multiplicagao desses elementos

QU Ceflg . Ol = 1 fho---fg(u) ( MoOd 1)

04¢(“)M1M2~~/~L¢(u) = pafig-fo(u)( mod p1)

Como pu; e p sao relativamente primos, podemos fazer o cancelamento em ambos os lados

da congruéncia. Portanto,
a®™ = 1( mod p).

O
O Teorema de Euler é uma generalizacao do Pequeno Teorema de Fermat, pois
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quando g = 7 primo, temos que o™ = 1(mod 7) < o™~ = 1(mod 7).

Exemplo 69. Calcule o resto da divisdo de (7 + 4i)*** por —2 + 2i.
Como —2 + 2i ndo é um primo gaussiano, podemos escrevé-lo como um produto
de primos, entdo —2 + 2i = (14 i)>. Como mdc(7 + 4i,—2 + 2i) = 1, entdo podemos

utilizar o Teorema de Euler. Vamos calcular ¢(—2 + 2i):

¢(—2 +2i) = ¢((1419)°)
. 1

)

I
N

|
B~ pol oo

Entao,

(7 +4i)*22%) = 1( mod — 2 4 2i)

(7+4i)* =1( mod — 2+ 2).
Elevando a congruéncia a 100, temos
(7+43)* = 1( mod — 2+ 2i),
multiplicando por 7+ 4i a congruéncia
(7 +4i)* =7 + 4i( mod — 2+ 2i)
Como N(7+ 4i) > N(—2 + 2i), podemos fazer a redugdo de 7+ 4i mdodulo —2 + 2i,
T4+ 4i=(—242i)(—1—3i) + (—1).

Portanto, (7 + 49)*' = —1(mod — 2 + 24).
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Consideracoes finais

Ao fazermos a extensao do Pequeno Teorema de Fermat e da fungao e teorema
de Euler sobre Z[i], observamos que a fungdo norma cumpre um papel essencial para o
objetivo desse trabalho. No Pequeno Teorema de Fermat em Z, o p nao é apenas um
nimero primo, mas sim a quantidade de classes residuais médulo p. Porém, em Z[i], a
funcao norma é quem fornece o nimero de classes residuais modulo 7 e nao o nimero
primo 7. Ja para a funcao e teorema de Euler a fun¢ao norma é necessaria para obtermos
o numeros de classes residuais invertiveis médulo « € Z[i].

Para a demonstragao do teorema de Euler, foi necessario utilizarmos as propri-
edades multiplicativas e a da poténcia de um numero primo para a funcao ¢, ja que
podemos aplicé-lo para quaisquer inteiros gaussianos a, pu € Z[i] desde que « e p sejam
relativamente primos. Ou seja, se o for um niimero primo, entao basta aplicar o Pequeno
Teorema de Fermat, caso contrario este niimero sera composto, podendo ser decomposto
em fatores de primos. Dai pudemos perceber que em Z[i] temos dois tipos de nimeros
primos: aqueles que sdo primos em Z e Z[i|, como o nimero 3 e aqueles que sao primos
gaussianos da forma a + bi. Por isso foi necessario a demonstragao da fungao ¢ para estes
dois casos. E por fim, assim como na prova do Pequeno Teorema de Fermat em Z[i], na
prova do Teorema de Euler utilizamos argumentos parecidos.

Enfatizamos que a Teoria do Numeros, ou seja, a Aritmética dos Inteiros é um
assunto fundamental para o professor que atua na Educacao Baésica, porque os inteiros
constituem o alicerce para o bom entendimento das operagoes bésicas e propriedades
operacionais dos niimeros, mesmo no conjunto dos Reais. Entao entender mais aprofun-
dadamente a Aritmética dos Inteiros ajuda o professor da Educacao Bésica a entender e
a saber explicar e justificar de onde vem varios resultados importantes como o Algoritmo

da Divisao de Euclides e o Teorema da Fatoracao Unica. Por isso, esse trabalho constitui

69



um material didatico para que os que se interessam em aprofundar-se na Aritmética dos
Inteiros, através do estudo dos Inteiros Gaussianos.

Enfim, encerramos este trabalho com o desejo de aprofundar mais na teoria dos
inteiros de Gauss e buscar ideias e praticas para que possamos aplica-las, a fim de contri-
buir de maneira significativa em sala de aula, assim como contribuiu para minha formagao

como professor.
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Apendice: Material adicional

A.1 Os Principios da Boa Ordem e da Inducao Finita

Ap Principio da Boa Ordem (PBO): Todo conjunto nao-vazio de inteiros positivos

contém um elemento minimo.

A; Primeira forma do Principio da Indugao Finita: Seja B um subconjunto de

inteiros positivos. Se B possui as duas propriedades

i) 1eB

ii) k4 1 € B sempre que k € B
entao B contém todos os inteiros positivos.

A, Segunda forma do Principio de Inducgao Finita: Seja B um subconjunto dos

inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes propriedades

i) 1eB

ii) K+ 1 € B sempre que 1,2,....k € B

entao B contém todos os inteiros positivos.
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