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Resumo

Este trabalho visa aplicar os conceitos de probabilidade para a estabelecer os principios
do comportamento termodindmico em sistemas macroscopicos objetivando a elaboracéo
de um produto educacional que seja capaz de preencher uma lacuna formativa no ensino
médio e que tem grande repercussao nos cursos superiores e na capacidade de interpreta-
cao de fenbmenos ou problemas que envolvam conceitos estatisticos. Utilizaremos a sala
de aula como palco para simular um sistema macroscopico de muitos corpos. Cada es-
tudante sera responsavel por conduzir experimentos aleatoérios (langamento de dados, por
exemplo) e os resultados individuais serdo utilizados para compor o resultado médio da
turma completa em diversos cendarios. Com este esquema, mostramos como os resultados
individuais sdo importantes para construir o resultado médio global e introduzir os conceitos
de microestado e macroestado de sistemas estatisticos de maneira ludica e construtiva. O
Produto Educacional foi aplicado na Escola Estadual Le6nidas Antero de Matos, Cuiaba
MT, com uma turma do 2° Ano da modalidade Ensino Médio Regular, do periodo matutino,
composta por 20 alunos e com a faixa etaria entre 16 e 17 anos de idade. As estratégias
de gamificacdo, usando jogos de dados e baralhos contribuiram para, a partir das vivén-
cias cotidianas (jogos que os alunos conhecem), trabalhar elementos das teorias de analise
combinatéria, probabilidade e termodinamica. Sabemos que este € um tema bastante de-
safiador, mas os resultados prévios indicam que as estratégias pensadas para este trabalho
sao promissoras. Muito embora, os resultados obtidos ainda ndo possuam seguranca es-
tatistica, consideramos, pela experiéncia de aplicagdo, que o produto tem potencial para
contribuir no que diz respeito a transmiss@o de conhecimento sobre fenémenos probabilis-
ticos e a origem das grandezas termodinamicas.

Palavras chave: termodinamica, probabilidade; equilibrio.



Abstract

This work aims to apply the concepts of probability to establish the principles of ther-
modynamic behavior in macroscopic systems, with the objective of developing an educa-
tional product capable of filling a formative gap in high school education. This gap is of
significant consequence in higher education courses and in the ability to interpret pheno-
mena or problems involving statistical concepts. We will utilize the classroom as a stage to
simulate a macroscopic system of many bodies.

Each student will be responsible for conducting random experiments (such as dice rolls,
for example), and the individual results will be used to compose the overall class average in
various scenarios. With this framework, we demonstrate how individual outcomes play a pi-
votal role in constructing the global average outcome. This approach serves to introduce the
concepts of microstates and macrostates of statistical systems in a playful and constructive
manner.

The Educational Product was implemented at Leénidas Antero de Matos State School in
Cuiaba, MT, with a 2nd-year class of the Regular High School program. The class, consisting
of 20 students aged between 16 and 17, participated in the morning sessions. Gamification
strategies, employing dice games and card decks, facilitated the incorporation of everyday
experiences (games familiar to students) to teach elements of combinatorial analysis, pro-
bability, and thermodynamics.

We acknowledge that this is indeed a challenging subject; however, preliminary results
suggest that the strategies conceived for this project hold promise. Although the obtained
results currently lack statistical certainty, based on the application experience, we believe the
product has the potential to make a meaningful contribution to the transmission of knowledge
regarding probabilistic phenomena and the origins of thermodynamic properties.

Keywords: thermodynamics, probability, equilibrium.



Capitulo 1

INTRODUCAO

Nos curriculos dos cursos de fisica no ensino médio, € comum que se dé pouca énfase ao
carater estatistico subjacente a origem dos fenémenos termodinamicos. Embora a Proba-
bilidade seja um tema constante no curriculo de matematica, ela costuma ser relegada a
um segundo plano nesse contexto, o que representa uma inversao de valores fundamental.
Essa falta de atengao se torna ainda mais relevante quando consideramos que a realidade
imposta a sociedade esta intrinsecamente ligada ao comportamento coletivo, no qual a es-
tatistica desempenha um papel crucial. As teorias de probabilidade tém aplicacdes em di-
versas areas, particularmente, nas tomadas de decisdes governamentais. Essas decisdes
dependem essencialmente de dados consolidados e estatisticas, que podem apresentar
diferentes direcionamentos dependendo das caracteristicas regionais. E importante com-
preender que a probabilidade esta presente em situagdes cotidianas e vai além do escopo
da sala de aula.

Outro ponto a ser considerado € a dificuldade que a populagao tem em distinguir resulta-
dos estatisticos de resultados individuais. Isso ficou especialmente evidente no contexto da
pandemia, no qual a compreensao da eficacia das vacinas e da ineficacia dos tratamentos
precoces tornou-se desafiador. Portanto, € necessario abordar questdes que envolvam os
conceitos fundamentais de probabilidade, aleatoriedade e estatistica, de modo a promover

uma compreensao mais ampla e critica por parte dos estudantes.

14



CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

Para trabalhar os conceitos fisicos e matematicos que foram utilizados para o desen-
volvimento deste trabalho, foi desenvolvido um produto educacional na Escola Estadual
Le6nidas Antero de Matos, Cuiaba MT, com uma turma do 2° Ano da modalidade Ensino
Médio Regular, do periodo matutino, composta por 20 alunos, com a faixa etaria entre 16 e
17 anos de idade.

Diante desse cenario, é fundamental que os professores adotem estratégias de ensino-
aprendizagem que auxiliem na constru¢cdo do conhecimento dos estudantes de forma efe-
tiva. Isso implica em uma abordagem ativa, na qual os alunos sejam incentivados a partici-
par ativamente do processo, construindo seu préprio entendimento por meio de atividades
colaborativas e auténticas. Dessa forma, sera possivel promover uma compreensao mais
profunda e contextualizada dos conceitos de probabilidade, aleatoriedade e estatistica, pre-
parando os estudantes para lidar com os desafios do mundo real de forma informada e
critica.

E importante estabelecer uma conexao entre o conhecimento do docente e os recursos
pedagdgicos. Por exemplo, neste trabalho, foram utilizados jogos de dados, mas qualquer
outro jogo, como cartas de baralho, bozd, jogos com moedas (cara coroa) ou roleta-russa,
pode ser usado, desde que envolva a aleatoriedade. Esses jogos podem funcionar como
materiais potencialmente significativos, auxiliando nessa conexdo. No entanto, € impor-
tante prestar atencao a maneira como esses materiais serao trabalhados, pois, dependendo
de como isso ocorrer, pode-se nao obter resultados tdo satisfatérios na aprendizagem do
aluno. E importante que apresentacdo seja feita dando a devida atencdo aos elementos
fundamentais que servem de analogia aos fen6menos fisicos, a conexao dos novos resul-
tados com os subsuncores deve ser cuidadosa e o0s jogos devem ser os elementos ludicos,
que transformam o aprendizado em algo prazeroso.

No capitulo [2] apresentamos, de forma sucinta, a Teoria de Aprendizagem de Ausubel.
No capitulo [3 discutimos os elementos principais que transformam as grandezas termodi-
namicas em variaveis que podem apenas ser definidas sob o ponto de vista probabilistico.

Por isso, apresentamos no capitulo [4| realizamos uma revisdo dos principios fundamentais
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da andlise combinatéria com o intuito de, no capitulo [5, os fundamentos da teoria da proba-
bilidade. No capitulo[6, descrevemos o desenvolvimento do produto educacional, bem como
sua aplicagdo dentro do contexto e da organizagdo da sequéncia didatica. No capitulo [7]
discutimos um pouco de como foi a experiéncia de aplicagao do produto educacional e, por
fim, no capitulo [Bconduzimos discussdes, andlises dos resultados obtidos e perspectivas

futuras.



Capitulo 2

REFERENCIAL TEORICO

2.1 Aprendizagem significativa

Para Ausubel [2] a aprendizagem do aluno precisa acontecer através

» da assimilacdo de significados, priorizando a aprendizagem cognitiva, que é a agre-

gacao do conteudo aprendido numa estrutura mental organizada;

» e da importancia de se levar em consideracao e valorizar os conhecimentos prévios

ja existentes do aluno.

A aprendizagem significativa € um processo onde uma nova informagao interage
de maneira (néo literal) e nao arbitraria com informacoes relevantes ja existentes
na estrutura de conhecimento do aprendiz, ou seja, a algum aspecto de sua es-
trutura cognitiva especificamente relevante para a aprendizagem dessas ideias.
Este aspecto especificamente relevante pode ser, por exemplo, uma imagem, um

simbolo, um conceito, uma proposicao, ja significativo.

(MOREIRA, 2006, p.14[12]).
Quando Ausubel faz referéncia a “estrutura cognitiva do aluno”, ele esta mencionando a
organizagao das ideias do individuo sobre determinado conteddo ou assunto, ou seja, suas

ideias precisam estar organizadas nesse campo do conhecimento. No entanto, além desse

17
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fato, para que ocorra uma facilitacdo na aprendizagem, é necessario que os conhecimen-
tos preexistentes tenham sido construidos de maneira significativa, ou seja, de forma nao
imposta.

Como mencionado anteriormente, o ponto central da teoria de Ausubel € que a aprendi-
zagem ocorra de forma significativa, ou seja, ela precisa ter um significado para o aprendiz.
Essa aprendizagem ocorre por meio da relagéo nao arbitraria de uma nova informacao com
conceitos importantes ja existentes na estrutura cognitiva do individuo. Dessa forma, pode-
se afirmar que novas ideias, conceitos e proposicdes podem ser aprendidos de maneira
significativa e internalizados pelo aprendiz, de modo que outros conceitos importantes es-
tejam dispostos e claros na estrutura cognitiva do individuo. Esses conceitos servirdo como
base para as aprendizagens posteriores. Ausubel define esse processo de interacao de in-
formagdes como um subsuncor, que sempre estara presente no conhecimento do individuo.

Outro fato importante a ser destacado € que a experiéncia cognitiva ndo se limita ape-
nas a influéncia direta dos conceitos ja assimilados de forma significativa, pois tudo o que
foi aprendido significativamente pode ser modificado na estrutura cognitiva do individuo
quando ele passa a conhecer novos materiais.

Na construcao do conhecimento, € importante ressaltar que a aprendizagem significa-
tiva ndo é sinbnimo de material significativo. No entanto, dois fatores sdo importantes nesse
processo. Primeiro, o material de aprendizagem deve ser potencialmente significativo. Se-
gundo, deve haver uma disposicao para a aprendizagem significativa, pois mesmo que o
material seja potencialmente significativo, se o individuo ndo estiver disposto a aprender,
ele apenas memorizara o conteudo.

No campo da fisica, por exemplo, se o individuo ja possui conceitos bem estruturados
em seu conhecimento sobre calor, temperatura, energia interna e entropia, esses conceitos
servirdo como ancora para o estudo da termodinamica. Em outras palavras, eles servirdo
como subsuncores para a nova aprendizagem, que ocorrera por meio da interacao dessas
informacgdes. Dessa forma, é possivel compreender que a aprendizagem significativa nao

ocorre por meio de um agrupamento isolado de conceitos, mas sim por meio da interacédo
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de informacbes importantes que sao incorporadas a estrutura cognitiva do individuo de
forma nao arbitraria. Esses conceitos vao contribuir para a elaboracéo e sustentacao dos
subsuncores anteriores.

Ausubel percebe o0 armazenamento de informagdes na mente humana como altamente
organizado, formando uma espécie de hierarquia conceitual, na qual elementos mais espe-
cificos de conhecimento sao conectados (e assimilados por) conceitos, ideias e proposi¢coes
mais gerais e inclusivas. Essa organizagdo decorre, em parte, da interacao caracteristica
da aprendizagem significativa" ([12]).

Por outro lado, em contraposicao a aprendizagem significativa, a aprendizagem meca-
nica ocorre com pouca interagcado dos conceitos relevantes na estrutura cognitiva do indivi-
duo. O processo de aprendizagem ocorre de maneira arbitraria, sem uma conexao entre os
subsuncores preexistentes e 0s novos que serao formados.

Quando nos referimos as disciplinas de fisica, quimica e matematica, que envolvem mui-
tas férmulas, os alunos muitas vezes simplesmente decoram essas formulas com o objetivo
de realizar avaliagdes ou testes, ou seja, eles ndo constroem seu conhecimento com sig-
nificado, mas sim o memorizam. Isso caracteriza um tipo de aprendizagem mecanica. No
entanto, Ausubel ndo faz uma divisao estrita entre os dois tipos de aprendizagem, pois em
algum momento pode haver algum tipo de interacdo e, portanto, essa interagdo pode ser
importante, mas ndo da mesma forma que ocorre na aprendizagem significativa.

No contexto dos processos de aprendizagem, é importante distinguir de forma clara os
principais tipos de aprendizagem, como aprendizagem mecanica e aprendizagem signifi-
cativa. Para diferenciar esses tipos de aprendizagem escolar, é necessario distinguir entre
aprendizagem por descoberta e por recep¢ao, bem como entre aprendizagem significativa

e aprendizagem por memorizacao [2, 113} 13} [1].

2.1.1 Aprendizagem por descoberta e aprendizagem por recepcao

Na aprendizagem receptiva significativa, o material potencialmente significativo torna-se

significativo para o individuo durante o processo de internalizagdo. Por outro lado, na
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aprendizagem receptiva automéatica, a aprendizagem néo ocorre de forma potencialmente
significativa durante a internalizacdo. Embora haja essa diferenca, essas duas formas de
aprendizagem nao estdo completamente separadas, pois ambas podem ocorrer simultane-
amente na mesma tarefa de aprendizagem.

A principal caracteristica da aprendizagem por descoberta € que o conteudo principal a
ser aprendido nao é fornecido; ele deve ser descoberto pelo aluno antes de ser assimilado
em sua estrutura cognitiva existente. Em outras palavras, a funcao principal dessa forma
de aprendizagem é descobrir algo. O aluno precisa organizar as informacoes, integra-las a
sua estrutura cognitiva prévia e reorganiza-las de maneira a produzir o resultado desejado.
ApGs a aprendizagem por descoberta ocorrer, o que foi descoberto se torna significativo,
assim como ocorre na aprendizagem receptiva em que o conteldo se torna significativo.

Como mencionado anteriormente, ha uma diferenga entre as aprendizagens por desco-
berta e por recepcado. Elas diferem no desenvolvimento e funcionamento do intelecto. A
maior parte do conhecimento académico é adquirida por meio da aprendizagem receptiva,
enquanto as situagdes-problema do cotidiano sédo resolvidas por meio da descoberta. No
entanto, a aprendizagem por descoberta também pode ocorrer na aprendizagem receptiva
para resolver problemas do cotidiano, assim como a aprendizagem por recep¢ao pode ser
utilizada no ambiente escolar. Portanto, compreendemos que nem sempre a aprendiza-
gem por descoberta é significativa, e a aprendizagem por recepc¢ao nao € necessariamente
arbitraria ou mecéanica. Ambas podem desempenhar ambos os papéis.

Do ponto de vista do processo psicologico, a aprendizagem por descoberta significativa
€ obviamente mais complexa do que a aprendizagem receptiva significativa. Ela envolve
uma experiéncia prévia na solugdo de problemas antes que o significado emerja e possa
ser internalizado [2, 13, 3, [1]).

Analisando de forma geral, a aprendizagem por recepgao ocorre por meio de uma sé-
rie de fendmenos que ocorrem no espaco-tempo. E mais simples do que a aprendizagem
por descoberta, mas surge em um estagio mais avancado do desenvolvimento, em sua

forma original e complexa. Em outras palavras, exige-se um nivel mais elevado de maturi-
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dade cognitiva. No que diz respeito a aquisicao de conceitos e proposi¢oes, ter uma maior
maturidade intelectual possibilita que o funcionamento cognitivo seja mais simples, porém
eficiente, no processo de obtencédo desses conceitos para a constru¢cao do conhecimento.

Por exemplo, uma crianca adquire o conceito de bola a partir de varias experiéncias com
bolas de diferentes tamanhos, cores e modalidades esportivas. Dessa forma, ela consegue
ampliar esses atributos na aprendizagem por recepcao. No entanto, essa caracteristica ndo
domina a funcionalidade intelectual da crianga precocemente, pois ela precisa ter um nivel
de cognigcao suficientemente amadurecido para compreender 0s conceitos e proposi¢coes
que lhe sdo apresentados verbalmente, quando as experiéncias empirico concretas nao
estao presentes (AUSUBEL, p. 21-22).

Falar sobre aprendizagem significativa implica a existéncia de significados, mas como
essa aprendizagem ocorre? Como os significados sdo adquiridos e quais sao os primeiros
passos a serem seguidos para adquirir esses primeiros significados, a fim de que a apren-
dizagem ocorra? Como mencionado no inicio do texto, os subsuncores mais importantes
existentes na estrutura cognitiva sdo condigdes essenciais e pré-requisitos para que o mate-
rial seja potencialmente significativo, o que € uma das condi¢des para que a aprendizagem
significativa aconteca.

Em resposta a essas perguntas, para que uma crianga possa aprender significativa-
mente a partir da aquisicdo de conceitos, simbolos e signos, € necessario um processo
gue ocorre em etapas, a medida que o individuo vivencia diferentes situagbes em seu dia a
dia. Durante a infancia, a crianca adquire conceitos por meio do processo de formacéao de
conceitos, que é um tipo de aprendizagem por descoberta. No entanto, quando ela atinge
a idade escolar, ja possui um conjunto de conceitos formados que Ihe permite alcangar a
aprendizagem significativa por recepcédo. A partir desse processo, a crianga adquire no-
vos conceitos e faz a diferenciagéo entre eles, por meio da assimilagdo dos conceitos. Por
exemplo, na formacao de conceito, a crianga adquire o conceito de chuva por meio de diver-
sas experiéncias com esse fendmeno natural. Ao serem apresentados novos conceitos a

crianga, para que a assimilagdo ocorra de forma significativa, esses novos conceitos preci-
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sam ja existir na estrutura cognitiva dela. Isso € conhecido como assimilagéo de conceitos.

Uma vez que significados iniciais sdo estabelecidos para signos ou simbolos de con-
ceitos por meio do processo de formagédo de conceitos, novas aprendizagens significativas
atribuirdo significados adicionais a esses signos ou simbolos, e novas relagcdes entre os
conceitos adquiridos anteriormente serdo estabelecidas[12].

Como ja mencionado, a existéncia do subsuncgor é fundamental para a aprendizagem
significativa. No entanto, e se 0 subsuncgor nao existir? O que fazer nesse caso? Ausubel
sugere o uso de organizadores prévios como base para a aquisicdo do novo conhecimento,
que leva ao desenvolvimento de conceitos e subsungores, 0s quais irdo auxiliar na apren-
dizagem subsequente. Os conhecimentos prévios sdo ferramentas de ensino, materiais
introdutérios que auxiliam o aluno a aprender novos conteldos. Esses materiais podem ser
mapas conceituais, graficos de Venn, perguntas orientadas e assim por diante. No entanto,
eles ndo devem ser apenas "visdes gerais" de um assunto. Os organizadores prévios ser-
vem como estratégias para trabalhar o processo cognitivo do aprendiz, estabelecendo uma
conexao entre o que ele ja sabe e 0 que deseja aprender. Em suma, sédo ferramentas que
auxiliam a aprendizagem.

Se o organizador prévio for um material pouco familiar, pode-se usar um organizador "ex-
positivo", pois ele ajudara a formar subsuncgores relevantes e potencialmente significativos.
No entanto, se o material for mais familiar, pode-se utilizar um organizador "comparativo”,
que servird para integrar novas ideias e conceitos semelhantes aos ja existentes na es-
trutura cognitiva. Além disso, ele também tem a fungdo de aumentar a distingdo entre as
novas ideias e 0s conceitos j& existentes. E importante ressaltar que os organizadores pré-
vios ndo se limitam apenas a textos escritos; podem ser um video, um filme, ou qualquer
outra escolha adequada a situacao de aprendizagem (MOREIRA, 2006, p. 23-24).

Segundo Ausubel, existem trés tipos de aprendizagem significativa: representacional,

de conceitos e proposicional. A seguir, discutiremos, brevemente, sobre cada uma delas.
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2.1.2 Aprendizagem representacional

A aprendizagem representacional € a mais basica e influencia todas as outras formas de
aprendizagem. Nesse tipo de aprendizagem, ocorre a compreensao do significado dos
simbolos, geralmente palavras, e a identificagdo do que eles representam.

Por exemplo, uma crianca aprende de forma representacional o significado da palavra
"gato" ao ouvir o som correspondente. Embora esse som ainda n&o seja significativo para
ela, ele passa a representar um objeto especifico, o gato que esta sendo percebido no
momento. Ou seja, o som significa a mesma coisa, uma imagem do objeto gato, que o
proprio objeto representa para ela. Dessa forma, a crianga estabelece uma conexao ativa
e nao arbitraria entre essa equivaléncia representacional e o conteudo importante de sua
estrutura cognitiva.

A medida que a crianca aprende completamente e de forma significativa o significado
da palavra "gato", essa palavra sera capaz de evocar a imagem de varios gatos em sua ex-
periéncia. Ao adquirir o significado mais genérico da palavra "gato", esse simbolo também

passara a representar o conceito mais amplo de gato.

2.1.3 Aprendizagem de conceitos

A aprendizagem de conceitos desempenha um papel fundamental na aquisicdo de conhe-
cimento. Baseada na formacao de conceitos, € uma forma de aprendizagem representacio-
nal, pois os conceitos também podem ser representados por meio de simbolos especificos,
assim como outras formas de unidades referenciais. No entanto, ao contrario da aprendi-
zagem anterior mencionada, nessa forma de aprendizagem, a equivaléncia é estabelecida
entre o simbolo e os atributos comuns a diversos exemplares (diferentes gatos, por exem-
plo).

Conforme mencionado anteriormente, os conceitos sdo adquiridos por meio dos proces-
sos de assimilacao e formacéo. Na formacao de conceitos, os atributos caracteristicos dos

conceitos sdo adquiridos por meio da experiéncia direta e organizados em uma estrutura
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hierarquica, em que conceitos mais gerais e importantes estao relacionados aos mais espe-
cificos. Essa aprendizagem ocorre de forma gradual, passando por etapas de formulagao,
teste de hipéteses e generalizagdo. E uma forma de aprendizagem baseada em desco-
berta. No entanto, a medida que a crianga adquire uma quantidade de conceitos, ela sera
capaz de aprender novos conceitos por meio da assimilacdo. Dependendo da idade, pode
ser necessario o auxilio do concreto empirico para facilitar a assimilacao desses conceitos.
Utilizar os conceitos mais relevantes ja existentes na estrutura cognitiva (adquiridos pelo
processo de formacdo) pode acelerar a assimilacdo desses novos conceitos.

Um ponto importante a ser destacado é que, assim como os simbolos de um conceito
podem ser adquiridos antes do prdprio conceito em si (como no exemplo do simbolo "gato”

na aprendizagem representacional), o contrario também pode ocorrer.

2.1.4 Aprendizagem proposicional

A aprendizagem proposicional difere da aprendizagem representacional, pois envolve a
compreensao do significado de ideias expressas em forma de proposicao. Nesse tipo de
aprendizagem, o foco principal ndo é apenas aprender o significado dos conceitos, embora
eles sejam pré-requisitos importantes, mas sim compreender o significado das ideias ver-
balizadas por meio desses conceitos, em forma de sugestdo, proposta ou proposicdo. E
necessario ressaltar que a aprendizagem representacional € uma base fundamental para a
aprendizagem proposicional. Por exemplo, para aprender de maneira significativa as propo-
sicoes sobre Termodinamica, € necessario que os conceitos aprendidos se combinem para
formar tais proposicoes.

A aprendizagem proposicional é similar as outras formas de aprendizagem no sentido
em que as novas proposicoes interagem com as proposi¢des ou conceitos mais importantes
(subsuncores) ja presentes na estrutura cognitiva. No entanto, a aprendizagem proposici-
onal & mais complexa. Uma proposi¢do potencialmente significativa expressa verbalmente

uma sentenca que contém todos os significados, incluindo os significados conotativos e

denotativos dos conceitos envolvidos. Dessa forma, ocorre uma interacdo das ideias mais
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importantes ja estabelecidas na estrutura cognitiva, e a partir dessa interagdo surgem os
significados das novas proposic¢oes.

Neste trabalho de mestrado, serd apresentado um material potencialmente significativo.
A aprendizagem que ocorrera por meio desse material sera significativa. Um jogo de dados
realizado em sala de aula auxiliard os alunos a associarem seu conhecimento prévio na
estrutura cognitiva com os novos conceitos apresentados. A partir disso, os alunos serao
capazes de adquirir novos conhecimentos. Esse produto educacional potencialmente sig-
nificativo sera desenvolvido por meio de um jogo de dados, uma atividade comum no dia a
dia dos alunos.

Como mencionado anteriormente, a aquisicao de significados é o resultado da apren-
dizagem significativa. No entanto, como saber se essa aprendizagem ocorreu? Segundo
Ausubel, a compreensao genuina de um conceito ou proposicao implica ter significados
claros, precisos, diferenciados e transferiveis. No entanto, quando os professores procuram
avaliar se os alunos aprenderam de forma significativa por meio de testes, muitas vezes
obtém apenas respostas decoradas ou memorizadas mecanicamente. Portanto, ao buscar
evidéncias sobre a aprendizagem dos alunos, € importante evitar a "simulagao significativa”
e inovar na formulacao de questdes e problemas. Os testes avaliativos devem ser escritos
de maneira diferente dos materiais didaticos convencionais. Segundo Ausubel, em certas
situacdes, so6 é possivel saber se um aluno aprendeu de forma significativa se ele for capaz
de verbalizar as ideias que assimilou. O fato de um aluno ndo conseguir resolver situacoes-
problema n&o significa necessariamente que ele apenas decorou ou memorizou o conteudo
proposto para sua aprendizagem, pois € necessario levar em consideragao outras habilida-
des do estudante.

Portanto, é necessario buscar outras alternativas para avaliagdo. Ausubel sugere pedir
aos alunos que fagam distingdes entre ideias relacionadas, de forma que elas ndo sejam
iguais. Também é possivel solicitar a identificacdo de conceitos e proposicoes em uma lista
que contenha conceitos e proposicoes semelhantes. Outra alternativa é propor atividades

de aprendizagem que sigam uma sequéncia didatica, de modo que a primeira etapa nao



CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO 26

possa ser resolvida sem uma compreensao adequada da etapa anterior.

Dessa forma, podemos concluir que a aprendizagem significativa desempenha um papel
fundamental no processo educacional. Ela permite que os alunos internalizem os conceitos
e proposicoes bem estabelecidos em sua estrutura cognitiva, possibilitando a construcao
de um conhecimento profundo, sélido e significativo para si mesmos. Em vez de simples-
mente memorizar e decorar conteudos para testes e avaliagdes, a aprendizagem significa-
tiva capacita os alunos a desenvolverem uma compreensao genuina e aplicavel em diversas
situacoes.

Portanto, é importante incentivar praticas pedagoégicas que promovam a aprendizagem
significativa, proporcionando aos alunos oportunidades de explorar, relacionar e construir
conhecimentos de forma ativa. Ao valorizar a compreensao dos significados, a diferencia-
cao de ideias e a transferéncia de conhecimentos, os educadores podem contribuir para o
desenvolvimento de aprendizes autbnomos, criticos e capazes de aplicar seu conhecimento

de maneira significativa em suas vidas.



Capitulo 3

Termodinamica: Uma revisao sobre o

comportamento emergente

3.1 O objetivo da termodinamica

A termodinamica esta baseada no experimento. As leis que regem a dinamica dos
processos de equilibrio representam a resposta macroscépica do sistema fisico, ou seja,
independem da natureza microscépica do sistema. Esta “independéncia” das leis funda-
mentais que governam a dinamica de &tomos e moléculas em um nivel microscépico, esta
intimamente relacionada com a falta de resolucado temporal e espacial dos experimentos
utilizados para a sua construcdo. Mais precisamente, as escalas de tempo associadas aos
fendmenos moleculares sdo muito menores do que as associadas aos processos macros-
copicos de equilibrio (termalizacao, expansao etc) dos instrumentos de medida. De forma
analoga, as escalas de comprimento que permitiiam o acompanhamento individual dos
elementos microscopicos que constituem o sistema, sdo muito menores do que aquelas
obtidas pelos equipamentos experimentais e isto resulta em uma imagem “borrada” da real
configuracdo do sistema. Ainda assim, diante destas dificuldades, é espantoso 0 sucesso
alcancado pela termodindmica. Desenvolvida, principalmente, com o intuito de possibilitar

os avancos tecnoldgicos que alimentaram a Revolugdo Industrial, ela nos permite, a partir

27
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de um olhar obliquo ao sistema de muitas particulas, a descricao e previsao dos fendme-
nos referentes a transferéncia de calor e producédo de trabalho baseados, somente, nas
variaveis macroscoépicas de equilibrio do sistema (massa, pressao, volume, manetizagao,
potencial quimico, etc.). Resumindo, as leis fundamentais da termodindmica regem a dina-
mica dos processos fisicos associados a resposta do sistema ao fluxo de calor presente,

independentemente dos detalhes microscépicos.

3.2 Equilibrio termodinamico

Um sistema estara em equilibrio termodindmico quando forem alcancados o:

 Equilibrio térmico: quando todas as partes do sistema possuem a mesma tempera-

tura;

 Equilibrio mecéanico: quando cessarem todos os movimentos de expansao e contra-

¢cao naturais do sistema;
 Equilibrio quimico: quando todas as possiveis reagdes quimicas tiverem ocorrido.

O equilibrio termodinamico do sistema somente seré alcangado quando suas propriedades
deixarem de variar. A maneira pela qual o sistema evolui de um estado inicial até o seu

estado final é denominado processo. Isto pode acontecer de diversas maneiras:
» Processos que ocorrem sem perda de energia sao ditos adiabaticos;
 Processos que ocorrem a volume constante sdo isovolumétricos ou isocoricos;
» Processos que ocorrem a pressao constante sao isobaricos;

» Processos que conduzem o sistema de forma que o estado posterior difere infinite-
simalmente do estado de equilibrio anterior sdo ditos quasiestaticos e sao reversi-

veid[']

' Apesar de muito comum em praticamente todos os livros didaticos, nem todo processo quasiestatico é
reversivel [9]
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» Processos que nao podem ser caracterizados como quasiestaticos e, portanto, nao
sao reversiveis, sao ditos irreversiveis. Por exemplo, um sistema cuja temperatura
difere significativamente da temperatura do ambiente que o cerca, estara sujeito a um

processo irreversivel.

3.3 A descricao do comportamento coletivo

Segundo Callen [7]

“... atermodinamica é o estudo das restricbes sobre as possiveis proprieda-
des da matéria que seguem das propriedades de simetrias das leis fundamentais

da fisica”

A termodinamica ocupa-se da resposta macroscopica do conjunto absurdamente
grande de coordenadas atémicas que, devido a falta de resolucdao das observacoes
macroscopicas, nao aparecem explicitamente na descricdo macroscopica do sis-

tema.

No entanto, os graus de liberdade microscopicos (0s modos de movimento atémicos
“escondidos”) possuem a habilidade de atuar como um repositorio de energia. A energia
transferida, por exemplo, via modos mecanicos (ou seja, aqueles associados com as coor-
denadas mecénicas macroscopicas), € chamado de trabalho mecanico e pode ser escrito
como PdV. Existem outras formas de transferéncia de energia e veremos que o trabalho
realizado pelo ou sobre o sistema, pode ser escrito de forma analoga ao trabalho mecanico.
De fato, veremos que, por exemplo, em sistemas com carga elétrica, o trabalho elétrico
pode ser escrito como —FEdP, onde E € o campo elétrico e P € o momento de dipolo. Mas
as variaveis “escondidas” microscépicas também podem transferir energia via os modos de
movimento atémico. O fluxo de energia via os graus de liberdade microscopicos é o

que conhecemos como calor.
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3.4 A composicao de sistemas termodinamicos

Consideraremos, inicialmente, um sistema simples como um sistema macroscopica-
mente homogéneo, isotropico e sem cargas, que é suficientemente grande para que 0s
efeitos de borda possam ser negligenciados e que nao esta sob a influéncia de campos

elétricos, magneéticos e gravitacionais.

Definicao. Parametros para os quais o seu valor em um sistema composto é igual a soma
dos valores em cada subsistema sado chamados de pardmetros extensivos. Os parametros

gue ndo obedecem a regra acima sao ditos intensivos.

3.5 Conservacao da energia

Mesmo na mecanica, somente a diferenga de energia, ao invés de seu valor absoluto,
possui um significado fisico. Por esta razéo, é conveniente adotar um estado particular de
um sistema como o estado de referéncia, tomando-o arbitrariamente como o estado de
energia zero. Assim, a energia de um sistema em qualquer outro estado, em relagao a
energia do estado de referéncia, é chamado de energia interna do sistema e sera denotada
por U. Assim como o volume e o numero de moles de um sistema, a energia interna é

um parametro extensivo.

3.6 Equilibrio termodinamico

Existe, em todo sistema, uma tendéncia a evoluir para estados nos quais as
propriedades sao determinadas por fatores intrinsecos e nao por influéncias externas
previamente aplicadas. Estes estados finais sao, por definicao, independentes do

tempo. Eles sao chamados de estados de equilibrio.

O objetivo da termmodinamica é descrever estes estados simples, os estados de equi-

librio, para os quais os sistemas eventualmente evoluem. Portanto, para converter a afir-
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macgao acima em um postulado preciso, necessitamos reconhecer que um critério de sim-
plicidade apropriado € a possibilidade de descricdo em termos do menor numero possivel
de variaveis. Desta forma, parece plausivel adotar o seguinte postulado, sugerido pela

observacao experimental e a ser verificado, ao fim, pelo sucesso da teoria:

Postulado | Existem estados particulares (chamados de estados de equilibrio) de sis-
temas simples que, macroscopicamente, sGo completamente caracterizados pela energia

interna U, o volume V' e o numero de moles Ny, N,,..., N, de seus componentes quimicos.

Obviamente, se estendermos a termodinamica de sistemas mais gerais (por exemplo,
envolvendo momentos de dipolo elétrico), o numero de pardmetros que caracterizam ma-
croscopicamente o sistema deve aumentar. O importante € que, como veremos, estas no-
vas variaveis exercerdao um papel completamente analogo ao do volume V' em um sistema
simples.

Determinar o equilibrio termodinamico pode ser extremamente dificil. Na verdade, o
numero de sistemas que estdo em verdadeiro equilibrio € muito pequeno. Por exemplo, no
equilibrio absoluto todo material radioativo precisa ter decaido completamente e as reacdes
nucleares devem ter transmutado todos os ndcleos em seus is6topos mas estaveis. Pro-
cessos como este, que ocorrem em escalas de tempo césmicas pode ser definitivamente
ignorados. Um sistema que tenha completado os processos relevantes de evolucéo espon-
tAnea e que possa ser descrito por um numero suficientemente pequeno de parametros, é
considerado em um estado denominado equilibrio metaestavel. Este equilibrio limitado
(que leva em conta somente a evolugao dos parametros nas escalas de tempo apropriadas)
é suficiente para a aplicacdo da termodinamica.

Como diz Callen:

“Na pratica, o critério para o equilibrio é circular. Operacionalmente, um
sistema esta em equilibrio se e somente se suas propriedades sao consis-

tentemente descritas pela teoria da termodinamica.”
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3.7 Paredes e vinculos

Uma descricdo da termodinamica de sistemas requer a especificacdo das “paredes”
que o separam do restante do ambiente e que delimitam suas condicdes de contorno. E por
meio da manipulacao das paredes que os parémetros extensivos do sistema sao alterados e
0S processos sao iniciados. Em geral, a manipulagédo das paredes implica na redistribuicdo
de alguma quantidade entre os varios sistemas ou entre diferentes porcdées de um unico
sistema. Portanto, podemos classificar as paredes termodinamicas a partir da propriedade

de permitir ou n&o tais redistribuicbes. Seguem as principais classifica¢des:

Paredes impermeaveis Sao aquelas que nao permitem a passagem de qualquer molé-
cula ou atomo que constitui o sistema. Portanto, ndo ha troca de massa entre dois sistemas

divididos por uma parede impermeavel.

Paredes permeaveis S3o aquelas que violam as condigcdes acima.

Paredes rigidas Sao aquelas que nao perrmitem a redistribuicdo dos volumes entre as
diferentes partes do sistema. Neste caso o volume de cada subsistema permanece cons-

tante.

Podemos ver que as paredes podem ser classificadas, de forma geral em dois tipos. Se
uma parede limita um parametro extensivo a um valor definido e constante, a parede ¢é dita
restritiva com respeito aquele parametro, enquanto que, se ela permite que o parametro
varie livremente é dita ndo-restritiva com respeito ao parametro. Uma classe importante de
paredes sdo aquelas restritivas com respeito a energia. Sao tao importantes que dedicare-

mos uma se¢ao exclusivamente para elas.
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3.8 Mensurabilidade da energia

Diferentemente do que acontece na mecénica, onde a energia € uma grandeza muito
bem definida, na termodinamica, a energia tem que estar vinculada a uma manifestacao
macroscopica associada ao efeito liquido das energias individuais de um gigantesco nu-
mero de graus de liberdade microscépicos do sistema. Isto presume que devemos aceitar
a existéncia de uma fung¢ado energia, conservativa e macroscoépica. Para que esta funcéo
energia possua sentido pratico dentro da teoria, devemos nos convencer que ela deve ser
macroscopicamente controlavel e mensuravel.

A primeira lei da termodinamica nos garante que o calor também € uma forma de ener-

gia. Analisando a expressao matematica da primeira lei
AU=Q-W (3.8.1)

podemos dizer que é possivel variar a energia interna de um sistema termodindmico apenas
através do fluxo de calor (um pedaco de gelo sobre uma mesa num dia quente) ou apenas
através de trabalho mecénico (por exemplo, comprimindo um gas em um pistao). Portanto,
se W =0e @ =0, ndo ha variacao da energia interna do sistema. Logo, se ndo contrairmos
ou expandirmos o sistema e impedirmos o fluxo de calor com o ambiente somos capazes
de garantir que a sua energia interna permanece inalterada. Por esta razdo a construcao
de paredes restritivas a energia sdo fundamentais para a manutengdo da energia interna
de um sistema isolado, ou seja, a energia interna passa a ser controlavel. Como ja vimos,
as paredes restritivas ao fluxo de energia (calor) sdo denominadas paredes adiabaticas.
Por outro lado, ao isolarmos o sistema adiabaticamente e definirmos um estado de refe-
réncia para energia interna, podemos utilizar o trabalho mecanico como uma medida da
energia interna do sistema em qualquer outro estado. Para isto basta encontrarmos o valor
numeérico de W necessario para levar o sistema do estado de referéncia ao estado arbitrario
desejado. Como este processo tem que ser realizado adiabaticamente o valor de W,, tem

qgue ser invariante pela escolha do processo (este, é justamente o enunciado da primeira
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lei!). Mais uma vez, a contrucdo de paredes adiabéaticas permite que, por meio de W4, a

energia interna seja mensuravel e dada por
AU = —Wq.

Segundo Callen

“...somos capazes de medir a diferenca de energia entre dois estados con-
tanto que um estado possa ser alcangado a partir do outro por algum processo
mecanico enquanto o sistema é encerrado dentro de paredes adiabaticas imper-

meaveis.”

Portanto, ainda segundo o Callen, o problema da controlabilidade e da mensurabilidade da

energia na termodinamica pode ser sucintamente enunciada como segue:

“Existem paredes, chamadas adiabaticas, com a propriedade de que o traba-
lho realizado entre dois estados arbitrarios de um sistema encerrado adiabatica-
mente, é inteiramente determinado pelos estados, independentemente de todas
as condi¢cdes externas. Neste caso, o trabalho realizado € a diferenca da energia

interna dos dois estados.”

Pergunta A sentenca acima pode ser vista como um enunciado da 12 Lei da Termodina-

mica?

3.9 Definicao quantitativa de calor

Como mencionamos anteriormente, o calor € originado na transferéncia de energia
via modos microscopicos e, consequentemente, ndo pode ser medido por meio do conhe-
cimento completo da dindmica de cada atomo. Logo, deve ser obtido através da resposta
macroscopica do sistema e a primeira lei da termodinamica nos fornece os meios para isso.

A receita experimental € a seguinte:
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Imagine que um sistema termodinamico evolui de um estado inicial A para um final B e
deseja-se descobrir a quantidade de calor que entra ou sai do sistema. Conhecendo-se o
processo, é possivel calcular o trabalho realizado entre A e B. Para determinar @, precisa-
mos calcular o trabalho realizado isolando-se o sistema adiabaticamente. Pelo enunciado
da primeira lei, basta encontrar um processo, pois o trabalho adiabatico independe do ca-
minho. Feito isso, sabemos que W,, = —AU e, portanto, o calor transferido deve ser a

diferenga entre W e W,4, OU s€ja,

Q=W +AU =W — W, (3.9.1)

3.10 O problema central da Termodinamica

Segundo as palavras do Callen

“O problema geral da termodinamica é a determinacao do estado de
equilibrio que eventualmente resulta apos a remogao de vinculos internos

em um sistema composto fechado.”

A evolucéo do sistema ocorre por meio de um rearranjo das variaveis macro e microsco-
picas. Por exemplo, se dois gases distintos estiverem encerrados entre paredes adiabaticas
e impermeaveis e separados por um pistao fixo também adiabatico e impermeavel, se libe-
rarmos o pistdo o sistema evoluird naturalmente para o equilibrio termodindmico, variando
os parametros macroscépicos como volume e pressao. Se o pistao, além disso, permitisse
a troca de energia ou particula entre os dois gases, teriamos também um evolugao “es-
condida” (microscopica) e espontanea dos graus de liberdade microscopicos para a nova
configuracao de equilibrio.

Portanto, o nosso objetivo é construir uma teoria por meio de postulados que nos permita
solucionar o problema central da termodinamica, ou seja, sermos capazes de prever o
estado final de equilibrio do sistema dada a remocgédo dos vinculos internos. Para isto,

devemos ter em mente o significado do termo “fechado”.
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Um sistema é dito fechado se ele for circundado por paredes restritivas
com respeito a energia total, ao volume total e ao numero total de moles de

cada componente do sistema composto.

Os sistema individuais ndo precisam ser fechados. Isto siginifica que, mesmo que a parede
que divide dois gases ndo seja restritiva a qualquer um dos parametros mencionados ante-
riormente, se 0 sistema composto for encerrado por paredes com tais restricdes o sistema
composto sera fechado. As restricdes que previnem o fluxo de energia, volume ou maté-
ria sdo conhecidos como vinculos internos. Se um sistema composto fechado esta em
equilibrio com respeito aos vinculos internos e, se alguns destes vinculos for removido, al-
guns processos que, anteriormente eram proibidos, podem ocorrer. Estes processos levam
o sistema a um novo estado de equilibrio. A predicao do estado final de equilibrio é o

problema central da termodinamica.



Capitulo 4

PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS DA
ANALISE COMBINATORIA

Este € um capitulo muito importante para este trabalho e cabe ressaltar que ele é des-
tinado aos professores que decidirem abordarem a termodindmica sob o ponto de vista
desta dissertacdo. A revisdo dos conceitos de analise combinatéria, pode ser vista como
uma preparacao para as estratégias de contagem de grandes numeros, ou seja, podera
ser utilizada para interpretar a emergéncia de propriedades termodinamicas em sistemas
com um numero gigantesco de a&tomos ou moléculas. Neste trabalho, condensaremos os
principais resultados, mas o leitor interessado pode consultar uma vasta literatura sobre o

tema [10, 4}, 5, 18, [16].

4.1 Principio Fundamental da Contagem (pares ordena-

dos)

Algumas situacdes do cotidiano podem nos levar a indagag¢des que nos conduzem a uma
certa reflexdo. Imaginemos duas situagdes: A primeira envolve uma menina que pode
fazer a combinacao entre 7 saias e 5 blusas. Ela se pergunta: “De quantas maneiras

eu posso combinar uma blusa e uma saia?” A segunda esta associada a uma sala

37
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com 20 criangas. A professora quer fazer uma série de trabalhos em dupla e se pergunta:
“Qual o numero total de duplas diferentes eu posso formar em uma turma com 20
alunos?” Para responder a estas perguntas, precisamos aprender a contar 0 nimero
de possibilidades corretamente e, em geral, € muito custoso especificar cada uma das
combinagdes. Perguntas como estas, podem ser respondidas por meio dos resultados
da analise combinatéria, particularmente, utilizando o Principio Fundamental da Contagem
(PFC). Em linhas gerais, o PFC, estabelece a maneira com a qual fazemos a contagem
do numero de possibilidades de um determinado evento levando em conta todas op¢des

existentes. Antes de enuncia-lo, vamos estudar alguns casos mais simples.

Lema 4.1. Consideremos dois conjuntos B = (by,ba,bs,...,b,) € C = (c1,¢9,¢3,...,¢n). O
numero de pares ordenados (b;, c;) comb; € B e c; € C é dado porm - n, ou seja, o produto

do numero de elementos dos dois conjuntos.

Demonstracgo. Fixe um termo do conjunto B (por exemplo b;) e deixemos variar o segundo

termo de conjunto C, no caso ¢;, com j = 1 até m. Repitamos o processo para cada

elemento b, de B com i = 2 até n. Desta forma temos: O
(b1,¢1), (b1,c2), (b1,ec3) -+ (b1,¢) — mpares
(by,c1), (ba,ca), (cayes3) -+ (c2,¢m) — mpares
(b3, c1), (bsca), (bs,c3) -+ (bs,cm) —>mpares
— m pares
(bmyc1), (bm,c2), (bmycs) -+ (bm,cn) — m pares.

Assim, temos que cada linha contém m pares ordenados, ou seja 0 numero de elemen-
tos do conjunto C' (#C = m). Por outro lado, o numero de linhas é definido pelo numero de
elementos do conjunto B (#B = n), ou seja, conseguimos construir n linhas com m pares

ordenados em cada. Desta forma o numero total de pares ordenados sera :

m+m+m+...+m=n-m

nvezes

Somando m por n vezes.
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Exemplo. Este resultado pode ser utilizado em um série de problemas, na verdade, em
todos os problemas que envolvem a contagem de numeros de pares formados a partir de
um elemento de cada um de dois conjuntos arbitrarios. A pergunta “De quantas maneiras
eu posso combinar uma blusa e uma saia?” é um problema desta natureza. Por se
tratar de uma situagdo onde temos apenas dois conjuntos (conjunto das blusas e das saias),

aplicaremos o Lema 1 para resolvé-lo. Chamaremos o conjunto das blusas de B, ou seja,

B = {bla b27b3, b47 b5}7

logo contém cinco elementos. Chamaremos de C, o conjunto das saias. Assim

C= {Cl7 Co, C3, C4, C5, Cp, 07}7

possui sete elementos. Desta maneira, pelo Lema 1, podemos obter o nimero total de
possiveis combinacdes para os pares de pec¢as de roupas, multiplicando o nimero de ele-
mentos de cada conjunto (m = #B =5e m = #C = T7), ou seja, teremos m-n=5-7=235

possiveis combinagdes para as blusas e saias.

Por outro lado, se analisarmos a pergunta, “Qual o numero total de duplas diferentes
eu posso formar em uma turma com 20 alunos?” verificamos que ndo € possivel obter a
solucao para este caso usando o Lema 1 pois os pares ordenados serdo obtidos de apenas
um conjunto. E importante lembrar que neste caso, um aluno ndo pode fazer par com
ele mesmo, ou seja o par ordenado nao podera ter dois elementos repetidos do conjunto.
Portanto, este problema tera que ser resolvido de outra maneira , através do Lema 2, que

segue.

Lema 4.2. Consideremos o conjunto C' = {cy, ¢y, ¢s, ... ,cn}. O numero de pares ordenados

¢i,ci), come;, c; € C ec; # c; parai # j € dado porm - (m —1).
J J J

Demonstraco. Fixa-se um termo do conjunto C' ( por exemplo ¢;) e deixemos variar o

segundo termo (c;,¢;), com j # 1. Isso porque, no caso da primeira linha, ndo podemos
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utilizar ¢, como o segundo termo da dupla, pois neste caso haveria repeticao,(c;,c;). Se
escolhermos ¢, na segunda linha este também néo podera formar um par ordenado com ¢,
pela mesma restricao anterior. Aplicando 0 mesmo raciocinio para as outras linhas teremos

os pares (¢;, c;) com i # j. Escrevendo as linhas explicitamente O

(oa), (c1,¢2), (c1,¢3) -+ (c1,6) — m— 1pares
(coyc1), T(eorea], (co,¢3) -+ (c2,6) —m — lpares
(e3,c1)  (c3,c0), (e3res) ... (c3,0n) — m—1pares

—m — 1 pares

(Cmv Cl) (Cmv 62) (Cma C3) ce M —m —1 pares

obtemos m — 1 duplas formadas em cada linha, ao invés de m como no Lema 1. Como
cada linha contém m — 1 pares ordenado e possuimos m = #C' linhas (0o numero de ele-
mentos de C), o numero de pares ordenados sera:

i

m-1)+m-1)+m—-1)+...+(m—-1)=m-(m—1)

Exemplo 4.1. Note, que fazendo 0"USO do Lema 2, conseguimos resolver o problema da
professora (“Qual o numero total de duplas diferentes eu posso formar em uma turma com
20 alunos?”), pois se adequa as suas hipbéteses. Ao serem formadas as duplas nao podera
ocorrer o caso de um aluno fazer par com ele mesmo. Definindo o conjunto de alunos como
sendo

A= {alaa27a37"'7a20}7

temos que m = #A = 20e, aplicando o Lema 2, encontramos que o numero de possiveis
duplas sera

m - (m—1) =20-(20 — 1) = 50 - 49 = 380.

Neste ponto, é importante destacar que, caso a professora possuisse um numero maior
de alunos, a contagem feita segundo método da demonstracdo do Lema 2 seria muito mais
trabalhosa e, em alguns casos, inviavel. Além disso, ela poderia formar trios, quartetos ou

qualquer outra r-upla (r < m). Fica evidente, portanto, que necessitamos generalizar o me-
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todo de contagem para lidar com estes grandes numeros, €, por esta razao introduziremos

o Principio da Indugao Finita, a maneira mais segura de se fazer isso.

4.2 Principio da Inducao Finita.

Quando lidamos com propriedades gerais, ndao podemos utilizar o caso especifico como
recurso para sua verificagdo, somente para sua negacao. Em outras palavras, um exemplo
somente pode ser usado para demonstrar que uma afirmacéao nao é valida, ou seja, como
um contra-exemplo. Para atender o objetivo de nosso trabalho, no entanto, precisamos ge-
neralizar os resultados dos Lemas 1 e 2 para 0s casos em que o numero de conjuntos ou
0 numero de elementos da sequéncia sejam arbitrarios, ou seja, qualquer numero natural.
Por isso, para garantir que uma determinada propriedade valha para todo e qualquer nu-
mero natural, necessitamos utilizar o que se conhece, na matematica, como Principio da

Inducéo Finita. Antes de enuncia-lo formalmente, vamos analisar o exemplo que segue.

Exemplo 4.2. Como mostrar um resultado geral.

Afirmagéo 4.1. A soma

1+3+5+...4+(2n—1)=n?

para todo n € N, que expressa a propriedade “a soma dos n primeiros numeros impares

2

positivos € igual an””. Podemos verificar que ela é verdadeira para alguns valores de n € N.

De fato, para

(n=1) —1=1* (Verdadeiro)
(n=2) = 1+ 3 =4 = 2* (Verdadeiro)
(n=3) — 1+3+5=9= 3" (Verdadeiro)

(n=10) > 14+3+5+7+9+11+ 13+ 15+ 17+ 19 = 100 = 10*> (Verdadeiro)

Muito embora, todos os casos acima indiquem a veracidade da Afirmacdo[4.1/ndo pode-
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mos garantir que seja valida para qualquer nimero natural pois, mesmo se continuarmos a
verificagcdo até n = 1.000.000 poderia existir um numero maior em que o resultado néo € ve-
rificado. Sendo assim, para se provar que uma propriedade ou formula vale para qualquer
nuamero pertencente aos naturais precisamos seguir um protocolo, expresso no Principio de
Inducéo Finita .
Defini¢ao 4.1. (Principio da Induc¢ao Finita)
Uma proposigdo P (n), aplicavel aos numeros naturais n, é verdadeira para todo n € N*,

n > noquando:

1. P (no) é verdadeira, isto €, a propriedade é valida para n = ny;

2. Sek e N*, k> ng e P(k) é verdadeira, entdo P(k + 1) também é verdadeira.

Podemos, portanto, dividir a demonstracao por inducao em trés etapas:

1. Base da inducao:

Mostrar que a propriedade vale para ng, ou seja, mostrar que P (n,) € verdadeira.

2. Hipétese da inducao:
Assumir que a propriedade vale para k£ € N*, k > ng, ou seja, mostrar que P (k) &
verdadeira.

3. Verificacao da inducao:
Mostrar que a propriedade vale para k+1 € N*, k > ng, ou seja, mostrar que P (k + 1)

é verdadeira.

Para aplicar o Principio da Indugéo Finita vamos fazer a demonstracdao da Afirmacéao
discriminando as trés etapas anteriores.
Base da Inducao

Precisamos mostrar que a propriedade

1+3+5+...4+(2n—1)=n?(n € N¥)
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€ valida para algum ng € N*. Podemos escolher qualquer valor para ny, mas € interessante
que comecemos com 0s primeiros naturais para entender a estrutura da propriedade. E
bastante comum que escolhamos mais de um valor para n,. Desta forma, por exemplo,

poderiamos fazer qualquer uma das escolhas abaixo:

ngp=1=P(1)=(21-1)=1=1%
ng=2= P(2)=1+3=4=2%
ng=3= P3)=1+3+5=9=3%

ngp=4=PA4)=1+3+54+7=16=4

Cumprida esta etapa, vamos assumir a Hipétese da Inducao, ou seja, vamos afirmar

que para um um k € N* qualquer, com k > n, vale a propriedade
Pk)y=1+34+8+...+(2k—1)=k*
Basta, agora, fazer a Verificacao da Inducao. Sabemos que

Pk+1)=143+8+...+2k—1)+2(k+1)—1]

=P (k)+[2(k+1)—1].
Assim, a partir da Hipotese da Inducgédo, sabemos que P (k) = k*. Logo

Pk+1)=k+[2(k+1)—1]
=k* 42k + 1

=(k+1)%,
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como queriamos demonstrar. Desta forma temos que:
1+3+5+...4+(2n—1) =n’ Vn € N*.

Estamos preparados, neste ponto, para generalizar os Lemas 1 e 2.

4.3 Generalizacao do Principio Fundamental da Contagem

Os exemplos ilustrados no inicio da Secéao podem ser generalizados. Por exemplo,
imaginemos uma situagdo em que um homem possui 8 shorts, 6 camisetas e 5 pares de
ténis. De quantas maneiras ele podera vestir um short, uma camiseta e um par de
ténis? Perceba que esta € uma generalizagao das situagdes descritas anteriormente, ou

seja, precisamos discutir os casos que envolvam n-uplas ordenadas.

4.3.1 Principio Fundamental da Contagem - Parte A

Para os casos em que uma N-upla é formada a partir de elementos de N conjuntos, passa
a ser necessario generalizarmos a estratégia de contagem. Esta generalizacao € o que
conhecemos como Parte A do Principio Fundamental da Contagem e que sera enunciado,

abaixo, como um teorema.

Teorema 4.1. Principio Fundamental da Contagem - Parte A

Consideremos N conjuntos

A = {011, a12,A13, - - - ,@1n1} ) #A1 =Ny
Ay = {a127 22, A32, . . . ,dan} ) #Az = Ny
As = {031; a32,C33, - - - 7a3n3}7 #A3 =ng

AN: {a1N7a2N7a3N7“'7aNTLN}7 #AN =nnN
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entdo, o numero de N -uplas ordenadas, (sequéncias de N elementos) do tipo

(a1m17a2m27a3m37 s 70JNmN)
onde a,, € A;,,comi=1,..., N, é dado por
ny-Nog-Ng-... NN.

Demonstracdo. Vamos utilizar o Principio da Inducao Finita. Se N = 2 (Base da Inducao)

€ imediato, pois caimos no Lema 1.

K
Ny =n1.ng,...,ng

Como Hipétese da Indugdo vamos assumir que, para n = k € N*arbitrario, o nimero total
(Nf) de sequéncias do tipo

<0J1m1 ) a2m27 ) a3m37 RN akmk>

Nj’?znl-ng-...-nk.

Com a hipétese acima, precisamos mostrar que o resultado é valido para o inteiro (k + 1)
(Verificagdo da Indugéo), ou seja, precisamos mostrar que para n = k£ + 1 0 numero total

(N7*') de sequéncias do tipo (@im,, Ggmsy - - - s Asms, Chmy, A1) ), €

M (k+1)

E+1
Ni7oo=mng-ng-...-ng - Ngy.

Para isso, vamos assumir a existénca de k + 1 conjuntos
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A = {0011,@12,(113, cee 7a1n1}7 #A1 =
Ay = {G12, a22,A32, - - - ,@2n2} , #A2 = no
As = {6131; a3z, C33, - - - 7a3n3}7 #As =ng
Ay = {am A2k, A3y -« - 7aknk}7 #HAR =ny
Apy1 = {al(k+1)7a?(k+1)aa3(/c+1)a e 7a(k:+1)n<k+1)} ) #A(k+1) = N(k+1)

A nova sequéncia formada a partir dos elementos dos k + 1 conjuntos é do tipo

(a1m1 ) a2m27 ) a3m37 v 7akmk> .

Por hip6tese, o numero de combinagdes para a por¢cao da sequéncia destacada abaixo

(com k elementos) possui N\ combinagdes possiveis

-~

(k+1)
NT - ?lml » A2ma s s A3mzy - - - akmkj a(k+1)m(k+1> .

Assim, para cada elemento de A, teremos N% combinagdes. Logo como A, possui
ni41 elementos, temos que o nimero total de combinacdes para uma sequéncia com & + 1

elementos sera dada por
k+1 k
N:(p ) = N} ).nkH = (n1.nomg, ..., Nk) Ngi1,

como queriamos demonstrar. Segue, entdo, que o teorema é valido Vk € N e k > 2. O

Exemplo 4.3. Uma moeda é lancada 3 vezes. Qual o nUmero de sequéncias possiveis de
cara e coroa ?

Indiqguemos K o resultado cara e C o resultado coroa
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Queremos o numero de triplas ordenadas .{a,b,c}onde a €{K,C}b € {K, C}, logo, o
resultaado procurado €

222=8

4.3.2 Principio Fundamental da Contagem Parte

Assim como na parte A do Principio Fundamental da contagem tinhamos a generalizagéo
do lema 1, aqui na parte B também temos a generalizacdo do Lema 2. Este principio €
utilizado para resolver situagées onde temos r-uplas ordenadas formada por n (sequéncia

de elementos distintos) .

Teorema 4.2. Principio Fundamental da Contagem - Parte B

Consideremos um conjunto A com (N > 2)elementos. Entdo o numero de N -uplas or-
denadas, ou seja, uma sequéncia com N elementos formados com elementos distintos dois
a dois de A do tipo :

(aj,ak,...,qp...,a,),

S

~
N elementos

coma; € Aparatodoic€ {1,2...,m}ecoma; # a5 Sei # s é

m-(m-—1)-(m—2)-....[m— (N —1)].

~
N fatores

Demonstracdo. O caso mais simples, no qual N = 2, é imediato pois cai no Lema 2 cujo
resultado € dado por N7 = m - (m — 1) = m - (m — (2 — 1)). Porém para situagdes que
envolvem N>2 usaremos o principio da Inducao Finita. Como Hipétese de Inducdao vamos
tomar N = k, logo a sequéncia sera do tipo:

(@, ..., a1 ... ap).

S

~~
k termos

Neste caso, vamos assumir que o numero total de sequéncias do tipo acima obtidas do

conjunto A com m elementos é
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NE=m.(m —1).(m—2)..... m—(k—1)].

Tomando N = k + 1 a nova sequéncia de k£ + 1 elementos é do tipo

(ai,,ak,...,al...,ap,aw).

(.

-

k + 1 termos

Por hipbétese, sabemos que a porcao da sequéncia destacada abaixo

(@i, Qpy ey Qe ey QpQyy).
A g

~~
k termos

possui N% combinagdes possiveis. Com isso, como o conjunto A possui m elementos e
nao pode haver repeticao, restam apenas m — k para ocupar a posi¢ao a,,. Desta forma, o

numero total de combinagdes para os k + 1 elementos sera

NEH = N (m — k)

=m-(m—1)-(m—=2)-...-Im—(k—=1]-(m—k)
=m-(m—1)-(m=2)-...-[m—(k—=1)]-[m—((k+1)—1)],
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 4.4. Quatro atletas participam de uma corrida.Quantos resultados existem para o
12,2%e 3 % lugares?

Cada resultado consta de uma tripla ordenada (a, b, ¢ ), onde a representa o atleta que
chegou em 12 lugar , b que chegou em 2° | e ¢ que chegou em 39, definiremos que a,b e c
pertencem ao grupo dos atletas e a # b # c.

Logo o numero de resultados possiveis €

4.3.2=24
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4.4 Modos de agrupamentos

O principio fundamental da contagem € um recurso matematico que serve para resolver
problemas de analise combinatéria, com este ramo da matematica é possivel resolver al-
guns problemas de contagem no entanto alguns casos podem ser muito trabalhosos de
serem resolvidos por meio deste principio. Sendo assim definiremos as maneiras de formar
agrupamentos usando de simbolos matematicos simplificados que ira possibilitar a conta-
gem dos agrupamentos de conjuntos , e desta forma poderemos resolvermos os diferentes

casos particulares de contagem de elementos.

4.5 Arranjo com repeticao

Definicao 4.2. .Seja A um conjunto com m elementos, ou seja A = {aj,as,as,...,an}.
Chamamos arranjo com repeticao dos m elementos tomados r a r toda r-upla orde-
nada, (sequéncia de tamanho r) formada com elementos de A , sendo que esses nao sao

obrigatoriamente distintos.

4.5.1 Expressao para o humero de arranjos com repeticao

Seja A = {ay,as,a3,...,a,} € indiquemos por { AR}, o numero de arranjos com repeticao
de m elementos, tomados r a ». Cada arranjo com repeticdo € uma sequéncia de r ele-
mentos, sendo estes pertencentes ao conjunto A. Sendo assim um arranjo com repeticao
pode ser escrito como um r-upla de elementos de A e, por isso, podemos utilizar o Principio
Fundamental da Contagem (parte A). Logo o numero de arranjos {AR},, . sera

r

{AR},, ., =m-m-m,.... m=m

J/

rv;;es
Note que se r = 1, {AR},,, = m e, portanto, a férmula acima sera valida para todo

r € N*.



CAPITULO 4. PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS DA ANALISE COMBINATORIA 50

4.6 Arranjos

Definicao 4.3. Seja A um conjunto com m elementos, ou seja A = {aj,as,as,...,an}.
Chamamos de arranjos dos m elementos, tomados r a r (1 <r <m) a qualquer r-upla

(sequéncia de r elementos), formada com elementos do conjunto A, sendo todos distintos.

4.6.1 Foérmula do numero de Arranjos

Seja A = {ay,as,as,...,a,}, chamamos de A,,, o niUmero de arranjos dos m elementos
tomados r a ». Como cada r-upla nao pode ter elementos repetidos, precisamos utilizar o

Principio Fundamental da Contagem (Parte B). Neste caso, o numero de arranjos A,,, sera

Apr=m.(m—1).(m—2)..... [m—(r—1)].

E importante lembrar que, necessariamente, 1 < r < m.

4.7 Permutacoes

Definicao 4.4. Seja A um conjunto com m elementos, ou seja, A = {aj,as,as,...,an}.

Chamamos de permutacao dos m elementos (P,,) a qualquer arranjo em que r = m.

Entdo, para cada arranjo formado a partir dos m elementos obtemos uma permutacao
diferente dos elementos de A. a permutacéao de m elementos pode ser definida como sendo
todo arranjos formada por esses m elementos, cujo o numero desse conjunto sera igual a
sequéncia de elementos. Desta forma , para cada arranjo formado a partir dos m elementos

obtemos uma sequéncia de permutagdes diferentes.
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4.7.1 Expressao para o humero de permutacoes

Seja C o conjunto C' = {ay, as, as, . . ., a, - O nUmero de permutagdes (P,,) dos m elementos
de M sera dado pelo numero de arranjos (A,, ) dos m elementos de M tomados m a m,
ou seja

Pm - Am,m7

ou seja,

J

Pm:m-{m—l}-{m—g}---[m—{m—1}]

m termos

Po=m-{m—1}-{m—2}---3-2-1

Para o caso particular onde temos m = 1 a resposta € imediata P, = 1.

4.7.2 Fatorial

Seja m um conjunto inteiro ndo nagativo (m € N)definimos fatorial de m ( e indicamos por

m!) através da relagéao :

m'=m-(m—1)-(m—2)---3-2-1, param > 2;
11'=1;
0'=1.
Com a definigdo de fatorial podemos escrever as expressdes para 0 numero de arranjos €

do numero de permutagdes como
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P, =ml.

4.8 Combinacao

Definicao 4.5. Seja A um conjunto com m elementos , ou seja A ={a,as,as, ..., a,}. Cha-
mamos de combinacao dos m elementos tomados r a r aos subconjuntos de A constituidos

de r elementos.

E importante percebemos a diferenga entre combinag&o (conjunto) e uma sequéncia. A
combinagédo nao depende da ordem dos elementos, ja na sequéncia essa ordem é impor-

tante.

4.9 Calculo do numero de combinacoes

. T m . . ~
Seja M = {ay,as,a3...,a,} e indiquemos por C,,, ou ( ) o numero de combinag¢des dos
r

m elementos tomados r a r. Tomemos uma combinacédo E; = {ay,as,a3...,a,}. Se permu-

'
r termos

tarmos os elementos de F, obteremos r! arranjos. Tomemos outra combinagéo do conjunto

M, digamos E; = {aj,as,a;3...,a.4+1}, S€ permutarmos os elementos de E,, obteremos ou-

rte??nos
tros r! numeros de arranjos. Definiremos X como sendo o numero total de combinagdes,

isto &, X = C,,, e supomos formadas todas as combinag¢des dos m elementos tomados r a

r. Sao elas :
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E17E2aE37"'7EX-

Assim, cada combinacao F; (i = 1,2, --- , X),

E;:< E3 (r! Arranjos de E;)

r!
Ei

da origem a r! arranjos. Chamemos de F; o conjunto dos arranjos gerados pelos elementos

de E;, ou seja, F; = {E},E},--- , E!'}. Temos entdo a seguinte correspondéncia:

El —)Fl
Ey — F

EgHFg

E,— F,

Verifiguemos que:

() FiNEF; =0 parai # j.

(N FUF,UF3U...UF, = Fonde F' é o conjunto de todos os arranjos dos m elementos
de M tomados r a r.

A afirmagdo Fi\NF; = () para i # j tem que ser verdadeira para que ndo tenhamos ar-
ranjos repetidos em cada um dos possiveis subconjuntos Ei, Es, Es, ..., Ex. De fato, se
F,NF; # () para (i # j) entao existiria uma arranjo que pertenceria a F; e F; simultanea-
mente, ou seja, um arranjo que seria gerado pela permutacdo das combinagbes E; e £}, 0
que levaria a conclusdo de que E; = E;. No entanto, isso € um absurdo, pois, por hipotese,
assumimos que E; # E; para i # j. Portanto, devemos ter F; N F; = (), para i # j.

Para provarmos que FiUF,U...UF, = F, devemos verificar que (a) FiUF,U.. . UFy C F
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eb) FC FUF,U...UFx.
a) Seja a um arranjo tal que
CLGF1UF2U...UFX7

coma € F; (paraalgumi € {1,2,..., X}) e evidentemente a € F. Logo

FFUFRUFs...UF, CF.

b) Seja agora a um arranjo tal que a € F', com F = F; U F, U F3...U Fy. Os elementos
desse arranjo a, sao, na verdade os elementos de alguma combinacao E).. Sabemos que
E}, gera o conjunto dos arranjos Fy, entdo a € Fy, para k € {1,2,--- , X }. Desta forma,

o que significaque ' C F; U, U...U Fx. De (a) e (b) resulta que:

FUFRU...UF, =F

Sabendo que #F;, = r! e que FiNF; = () parai # j, entéo

HE =#(FLUFRU...F,) =#F +#F+ ...+ #Fx = #F

=rl+rl+. - 4rl=X.7!

~
X termos

€ 0 numero total de arranjos dos m elementos do conjunto M tomados r a r. Por outro lado,
determinamos, se¢ao (?) que o numero de arranjos dos m elementos de M tomados r a r

€ dado por
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. m , . ~ ,
Assim, como X = C,,, = < ) temos que o numero de combinagdes sera dado por
T

Devemos lembrar que a expressao acima é valida para todo m,r € N* com r < m. Alguns

casos particulares interessantes sao:

1. m,r € N* e r = m. scriptscriptstyle

!
m! . . o L
Neste caso, Cy,.., = =1 e o proprio conjunto M ¢ a Unica combinac&o.

m! (m —m)!

2. meNer=0.

!
Neste caso, C,, o = ﬁ = 1 e 0 Unico subconjunto de M com 0 elementos é o
lm — .
conjunto vazio.
3. m=0er=0.
0! . . , .
Neste caso, Cyy = m =1, M = () e 0o seu Unico subconjunto é o proprio

conjunto vazio.

4.10 Permutacao com repeticoes

Para calcular o numero de permutac¢des que podem ser formadas quando alguns elementos

da sequéncia sao iguais precisamos dividir em casos especiais.

1. Consideremos n elementos dos quais n; sao iguais a a; € os demais sao todos distin-
tos entre si e distintos de a,. Indiquemos por P’'* o numero de permuta¢des nessas
condi¢gdes. Cada permutagdo dos n elementos € uma n-upla ordenada de elemen-
tos em que devem figurar n; elementos iguais a a; € 0s restantes n — n; elementos
distintos. Assim, das n posi¢coes que existem na permutacéo, vamos escolher n — n,

posicdes para colocar os elementos distintos de a;, ou seja, vamos escrever

(ay,a1,...,a1,a2,a3,04, ..., 0y pn,) -
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Quando analisamos as sequéncias podemos calcular de quantas maneiras maneiras

podemos distribuir as n; elementos a; dentro da sequéncia acima.

(a17a17 -, 02,01,03,04, ... Jan—nl)
(abal) ..., 02,03,01,04, . .. 7anfn1)
(ala ay,...,02,03,04,,071 ..., an—n1>

(a) Cada sequéncia pode ser vista como uma combinacao que gera as permutacgoes.

Logo o numero destas combinagdes sera

c n n!
T\ n =y (n—mny)ng!

(b) Para cada configuracao existem (n — n;)! permutag¢des dos elementos distintos.

Assim, o numero total de permutacoes sera

n
P — . — !
n (n . nl) (n nl) )

o que implica

|

pvo— n.
n 1
ni:

2. Para o caso em que ha dois elementos repetidos temos

a, repetido n, vezes;

ay repetido n,y vezes;

e 0 raciocinio é analogo ao apresentado no caso 1. Se fixarmos as posi¢cées dos n;
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elementos a,, restam (n — ny) posicdes com n, elementos repetidos as.

nog

(n—n7)
A

~

~
a1,A1y...,01,02,02,...,02,043,04,...,0n_n,
—_———

(2l)

Podemos utilizar o resultado anterior na por¢ao destacada acima, ou seja, na por¢ao
vermelha, existem [, permutacGes distintas. Por outro lado, a por¢ao destacada
em azul, em completa analogia com o que fizemos no primeiro caso, possui (n nn )
— 1
maneiras de se combinar dentro da sequéncia. Assim, o numero total de permutagdes

distintas com n; elementos a, € n, elementos a, é

prime _ no\pre  _ n! (n—mnq)! _ n!
" n—mniy) ") (n—ny)lng! ny! n1!ns!
Portanto
|
prune — n: .
" n1!n2!

3. CASO GERAL:

Se o conjunto A possui n elementos dos quais

n, S&0 iguais a ay;

n, S&0 iguais a ay;

no S0 iguais a as;

ny S&0 iguais a ay;
entdo o numero de permutacdes distintas é dado por

|
Prasnesne n
n
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4.11 Aplicacao dos principios de contagem neste trabalho

e ha hossa vida

Em nosso trabalho, optamos por nao fugir do rigor matematico que a analise combinatéria
pede ao ser estudada formalmente. Nossa intencéao € oferecer, ao professor interessado
no tema, um texto de revisdo para que ele o ressignifique de acordo com a realidade de
seus estudantes. Como veremos mais adiante, sdo poucos os resultados que serao objeti-
vamente utilizados neste trabalho, no entanto, como pode perceber o leitor que se dedicou
aos resultados anteriores, cada novo resultado € uma generalizacao de um resultado ante-
rior e, por esta razao, estdo todos encadeados e conectados pela esséncia dos principios
de fundamentais de contagem.

Em nosso cotidiano € comum lidarmos com situac6es nas quais nao é possivel precisar
o resultado de um evento. Todos sabemos, por exemplo, o quanto é dificil acertar os re-
sultados da loteria, de jogos de dados, das roletas, entre outros. Se pensarmos no sorteio
dos numeros da loteria e imaginarmos o movimento das bolinhas dentro do globo, do ponto
de vista fisico, ndo é possivel resolver as equac¢des de movimento para todas elas, dada
a complexidade que emerge das multiplas colisdes entre eles e, também com as paredes.
Mesmo que, no inicio do sorteio, possamos ver suas posi¢des iniciais, apds um ou dois
giros do globo, é praticamente impossivel prever suas novas posi¢coes. Sob este ponto de
vista, ndo podemos determinar, de forma inequivoca, qual bolinha sera a sorteda. Mesmo
diante de toda essa falta de controle, podemos langar uma olhar analitico sobre o problema
e determinar a chance de se encontrar uma sequéncia especifica, ou seja, o resultado final

da loteria. E disso que nos ocuparemos no préximo capitulo.



Capitulo 5

NOCOES SOBRE PROBABILIDADE

A Estatistica, contém a teoria da probabilidade e é um ramo extremamente importante da
matematica moderna e possui aplicacdes em diversas areas do conhecimento. Ela é funda-
mental para termos algum poder de previsdo em sistemas que caracterizam-se por algum
tipo de aleatoriedade. A probabilidade € usada para fazer previsdes do clima, analise de
riscos no mercado financeito, avaliar a eficacia de tratamentos médicos, prever a ocorréncia
de doencgas e a entender o comportamento das particulas subatémicas na fisica quantica.
Ela também é usada para analisar dados e identificar padrées em grandes conjuntos de
informacgdes. A Estatistica € um ramo da matematica que surgiu para estruturar o trata-
mento e descri¢cao de eventos aleatorios por meio de inferéncias extraidas de uma amostra
representativa e que nos permitem a tomada de decis6es em diversos campos onde a ale-
atoriedade se faz presente.

No caso particular da termodindmica, mesmo que a dindmica dos sistemas microsco-
picos seja randdémica, a fisica estatistica pode ser usada para mostrar que a teoria da
probabilidade pode ser usada para prever o comportamento de grandezas macroscopicas
termodindmicas como a temperatura e a energia interna, por exemplo.

Por fim, o estudo da teoria da probabilidade pode ser importante para estudantes do
ensino médio por varias razées. Em primeiro lugar, ela pode ajudar a entender melhor

como 0s eventos aleatérios funcionam e como eles afetam nossa vida diaria. Além disso,

59



CAPITULO 5. NOCOES SOBRE PROBABILIDADE 60

ela € uma base importante para entender a estatistica, que € usada em muitas areas, como
negoécios, economia e ciéncia. Por fim, a teoria da probabilidade pode ser uma ferramenta
util para a tomada de decisdes em diversas areas da vida.

Neste trabalho os conceitos de probabilidade serdo usados para estabelecer os prin-
cipios do comportamento termodindmico em sistemas macroscépicos, como dito anterior-
mente, por se tratar de um sistema muito grande este recurso matematico se faz necessario,
pois € através dele que obteremos as estimativas desejadas de como ocorre a evolugéo de
um sistema macroscopico. Este é um capitulo voltado para o professor e sua leitura ndo
pode ser desconectada das experiéncias da sala de aula e da realidade dos estudantes
aos quais este conteudo pode ser direcionado, apds uma adaptacao de estratégias e lin-
guagens. Recomenda-se ao professor, revisitar o Capitulo [2| para organizar suas aulas,

sempre norteadas pela abordagem significativa.

5.1 Eventos aleatorios.

Comecemos com a definicdo formal de um evento aleatorio.

Definicao 5.1. Um evento € dito aleatério quando repetido por diversas vezes, sob as mes-

mas condicdes, ndo apresenta resultado final previsivel.

Os eventos aleatorios ndo nos permitem saber, com certeza, os seus resultados finais,
mas, de modo geral é possivel estabelecer um conjunto de todos os possiveis resultados

que possam vir a ocorrer.

5.2 Elementos fundamentais para construcao de uma te-

oria sobre eventos aleatorios

O enfoque axioméatico para a teoria da de probabilidade foi desenvolvido principalmente por

Kolmogorov [11] e consiste nos seguintes conceitos basicos:
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1. Denominamos por espaco amostral (£2) o conjunto de todos os resultados possiveis
de um experimento bem definido. Estes resultados sdo denominados eventos elemen-

tares .

Por exemplo, os resultados possiveis para o langcamento de um dado de 6 faces for-
mam o conjunto @ = {1,2,3,4,5,6}. Nem sempre € possivel descrever o espaco
amostral de um experimento ou evento pois, algumas vezes, ele consiste em um nu-

mero infinito de eventos elementares.

2. Um evento consiste em um conjunto de eventos elementares do espaco amostral,
ou seja, podem ser vistos como o0s subconjuntos def2. Neste caso, o subconjunto
formado pelas faces impares de um dado de 6 faces,2; = {1,3,5} C Q € um evento

do espaco amostral
3. Para realizar operagdes entre eventos , sdo utilizadas as seguintes notagdes
» O evento constituido pela unidao ou soma de dois eventos A e B é denotado assim

AU B, neste evento ou A ou B acontecem;

» O evento formado pela intersec¢ao entre dois eventos A e B € denotado por ANB

neste caso ou A ou B acontecem.
» O evento no qual apenas o evento A nao ocorreu é denotado por A ou 2 — A;
» Quando a ocorréncia do evento A implica na ocorréncia do evento B a notacao é

A C B é utilizada.

4. Para cada evento A pertencente a {2 um numero P(A) é atribuido, sendo denominado

probabilidade do evento A. Este nUmero tem as seguintes propriedades

c0<P(A)<1;

» Se A e B sao eventos disjuntos, ou seja , a ocorréncia de A exclui a ocorréncia

de B (ou vice-versa), entao :
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P(AUB)=P(A)+ P(B).

» Caso estes eventos ndo forem disjuntos temos P(AUB) = P(A) + P(B) —

P(ANB).

E importante salientar que a teoria da probabilidade ndo fornece um método geral para
calcular a priori, a probabilidade um determinado evento, cada caso precisa ser analisado

cuidadosamente.

5.3 Definicao Classica

Definicao 5.2. A probabilidade de um evento E é dada por:

(5.3.1)

onde, n(E) é o numero de eventos elementares que compbéem o evento E e N é o numero
total de eventos elementares do espago amostral §).

Esta definicdo é totalmente idealizada e deve ser usada com cautela, pois nela se pre-
sume que todos eventos elementares possuem a mesma chance de ocorrer. Além disto,

nem todo evento pode ser decomposto em eventos elementares.

5.4 Definicao de Frequéncia Relativa

A principal forma de se consolidar a definicdo de probabilidade, é trata-la experimental-
mente. Portanto, quando se trata de experimentos aleatérios, como é dificil precisar qual
evento ira ocorrer, precisamos encontrar uma maneira para determinar se alguns eventos
ocorrem com mais frequéncia que outros. Por esta razdo, uma maneira segura de verificar
isso € a realizagdo experimental sucessiva e sob as mesmas condi¢des do evento aleatd-
rio. A repeticdo do experimento e a contagem dos resultados nos permitem definir o que

conhecemos com frequéncia relativa.
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Definicao. A frequéncia relativa f(F) é definida a partir do experimento e pode ser obtida

por meio da expressao

Neste caso, n(E) é o numero de vezes que o evento E ocorreu e N é o numero total de

vezes que o experimento foi realizado.

Quando temos N muito grande se torna dificil realizar um namero infinito de experi-
mentos. Esta definicdo também € utilizada para certificar se a probabilidade atribuida a
um evento esta correta, para isso se faz necessario realizar o experimento que remete ao

evento por diversas vezes e analisar se a probabilidade esta relacionada com a obtida pela
aplicacao da equacao (5.3.1).

Definicao. A probabilidade do evento E é dada como uma definicdo experimental e pode

ser obtida por meio da expressao

P(E) = lim {@}

N—oo N

e neste caso, n(FE) é o numero de vezes que o evento E ocorreu e N é o numero total de

vezes que o experimento foi realizado.

Por exemplo, se repetirmos o langamento de um dado de 6 lados por um numero signi-
ficativamente grande de vezes, verificaremos que cada uma das faces foi obtida em % do
numero total de langamentos. A verificagdo experimental da nogédo de probabilidade por
meio da frequéncia relativa é uma das atividades do produto educacional. Neste capitulo,

utilizaremos a definicao para determinar a probabilidade de um evento.

5.5 Jogos com dados Binarios.

Imaginemos um jogo de dados, em que apenas dois resultados (0 e 1) sdo permitidos. Além

disso, vamos supor que estes dois resultados sdo equiprovaveis. Utilizando a definicao
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classica da probabilidade, devemos ter

1
P0:P16P0+P1:1:>P0:P1:§.

Assim, para que o dado de seis Iado atue como um sistema aleat6rio bindario, precisa-
mos fazer uma associagéo apropriada de seus eventos elementares, de forma que ao final
tenhamos apenas dois possiveis eventos com probabilidade 1/2. Neste caso basta que

consideremos, por exemplo, 0s eventos

Qo ={2,4,6}, conjunto das faces pares

e

Q; ={1,3,5}, conjunto das faces impares
pois
e

RS S O

E importante destacar que qualquer outra escolha de €, e Q, poderia ter sido utilizada,
desde que ambos possuissem 3 elementos, ou seja, a metade de elementos do espaco
amostral.

Vamos agora imaginar que possuimos N dados dispostos em sequéncia. Por simplici-
dade, vamos supor que todos estdo com faces pares apontando para o alto. Neste caso,
todos os dados apresentam o resultado “0”. Pensemos na realizagdo dos seguintes passos

(que pode ser visto como um jogo para ser reproduzido pelo leitor):

1. Escolhe-se um dos dados desta sequéncia de maneira aleatéria. Desta forma, cada

dado possui a probabilidade igual a % de ser selecionado.

'Sempre que estivermos usando um dado sem qualquer outra meng&o, vamos considera-lo nao viciado.
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2. O dado é lancado. Como resultado do langamento, podemos obter uma face impar ou
- 1 : :
uma face par, ambas com probabilidade 3" Portanto podemos dizer que ele possui a

mesma probabilidade de alterar o resultado para “1” ou permanecer em “0”.

3. No final do langcamento, a sequéncia de dados gera uma soma S de zeros e uns a qual
chamaremos de estado macroscopico ou macroestado do sistema. A sequéncia
especifica de zeros e uns que geram a soma S é o0 que definiremos com estado

microscépico ou microestado do sistema?]
Uma pergunta pertinente é:

Quantos estados microscopicos (sequéncias de zeros e uns) admitem soma S ?

Vejamos, S pode assumir valores que variam entre 0 e N. Para cada valor de S entre 0
e N, vamos denominar por ng 0 numero de microestados (sequéncias de zeros e uns) que
tem como soma o valor S. Para calcular ng, precisamos recorrer aos métodos de contagem
do Capitulo[4] De fato, a soma S pode ser vista como o nimero de algarismos 1 em uma

dada sequéncia. Por exemplo para a sequéncia com N = 10 elementos abaixo,
0101001101

possuimos 5 algarismos “1”, o que corresponde a soma do valor dos elementos desta
sequéncia. Logo, toda sequéncia com 5 algarismos “1” possui S = 5. O nosso problema,
entdo, resume-se a encontrar o niumero existente de sequéncias com 5 algarismos “1”.
Para tanto, precisamos apenas calcular o numero de permutagdes existentes na sequéncia
acima, considerando que permutarmos, por exemplo, os “0™’s entre si (0 mesmo é valido

para os “1”’s) ndo muda a sequéncia. Portanto, o caso geral, em que a sequéncia possui
N elementos e que Ny e N; = S sdo 0s numeros de algarismos “0” e “1” respectivamente,

podemos utilizar o a expressao para o numero de permutacdées com elementos repetidos

da secao (4.10). Assim

2E importante notar que um mesmo valor de soma (estado macroscépico) pode ser obtido por diferentes
sequéncias de zeros e uns (estado microscépico).
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N!
NN
N!

~ SI(N = 29)! 551

ng

Desta forma, podemos intuir que o valor de soma mais provavel € aquele que possui 0
maior valor de ng, ou seja, 0 maior numero de estados microscépicos associados cuja soma
da S. De fato, isto é verdade porque a probabilidade de se obter a soma S € proporcional

ao numero de configuracdes ng e é dada por

~ Numero total de configuracées’

Pg

Neste caso, se considerarmos que o espaco amostral €2 € formado por todas as configu-
racOes possiveis de zeros e uns dispostos em uma sequéncia de N elementos, temos que
o0 numero total de elementos (#(2) sera dado, pela parte A do Principio Fundamental da

Contagem, por

#0 = 2N,
Portanto,
PS_%_Q_N[S!(N—S)!}’ (5.5.2)

de Assim temos que a maior probabilidade para o sistema, ou seja 0 macro estado mais
provavel sera onde existir o maior numero de configuracdes possiveis associados, pois 0
numero de configuragdes é proporcional a probabilidade .

O objetivo maior neste jogo é observar como ocorre a evolugdo da soma S a partir do
aumento do nimero de etapas , ou seja, desejamos observar como acontece a evolucao
do estado macroscopico a partir da evolugao aleatéria das configuragdes microscépicas do

sistema.
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5.5.1 Distribuicoes de probabilidade para o jogo de dados binarios

Para compreender melhor a evolugéo aleatéria das configuragdes microscépicas, nesta se-
cao, vamos calcular os valores de Ps para diferentes valores de S, utilizando a expressao
(5.5.2). Para efeitos comparativas plotaremos os valores de Ps para diferentes valores de
N como funcédo da soma reduzida

s = S/S]Wazv

onde S é numero de algarismos “1” em uma determinada configuracéo e Sy;.. = IV, ou seja,
corresponde a soma maxima (caso em que existem N algarismos “1”). A soma reduzida
pode ser compreendida como um percentual da soma maxima. Neste caso, por exemplo,
um valor de s = 0.4 significa que S = 0.4S5),.. = 0.4N, ou seja, corresponde a 40% do valor

maximo que a soma pode atingir para um dado valor de N.

Dois Dados

Os resultados estdo condensados na Tabela 5.1l

| Soma | Configuragées | ns | Ps |

0 00 1] 1/4
1 01,10 2 |12
2 11 1 11/4

Tabela 5.1: Possiveis configuracdes e seus respectivos valores de Ps para N = 2.

Neste grafico podemos observar que por se tratar apenas de 3 macroestados acessi-
veis, temos uma grande possibilidade de observarmos todos os valores de soma durante
a realizacao do jogo. Em esséncia, se efetuarmos um numero muito grande de sucessivos
lancamentos de dois dados binarios, verificaremos que o valor S = 1 ocorrera com o dobro

da frequéncia dos resultados S =0e S = 2.

Trés Dados

Os resultados estdo condensados na Tabela5.2]
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1,00
0,75

0,50 ®

PROBABILIDADE

025 © ]

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

SOMA REDUZIDA

Figura 5.5.1: Distribuicdo de probabilidades para o caso em que N = 2.

| Soma | Configuragdes | ng | Ps |

0 000 1 11/8
1 001,010,100 | 3 | 3/8
2 011,101,110 | 3 | 3/8
3 111 1 11/8

Tabela 5.2: Possiveis configuracdes e seus respectivos valores de Ps para N = 3.

0,50
0,40

0,30

PROBABILIDADE

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

SOMA REDUZIDA

Figura 5.5.2: Distribuicdo de probabilidades para o caso em que N = 3.

Alguns pontos relevantes devem ser destacados a partir dos resultados para trés dados.
Primeiramente, é importante verificar que a probabilidade maxima é menor do que no caso
de dois dados. Além disso, se compararmos com o caso de dois dados, a razdo entre a

probabilidade de se encontrar os estados de soma maxima e minima (S =0e S = 3) sdo
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menores. De fato

PJ\JCL:B 1/2
Purrin 1/4
Pryrow  3/8
N=3= = =3.
P]V[in 1/8

Vamos analisar o caso de N = 10, para tentar compreender se estes resultados se repetem.

Dez Dados

Os resultados estdo condensados na Tabela5.3

| Soma | Configuracées | nsg | Ps |

1
0 0000000000 1 10
10
510
45
210
120
210
210
10
252
10
210
10
120
210
45
10
10
10
1
510

1 0000000001, 0000000010, 0000000100, --- | 10

0000000011, 0000000101, OO00000110, --- | 45

0000000111, 0000001011, 0000001101 --- | 120

0000001111, 0000011011, 0000011101--- | 210

0000011111, 0000111011, 0000111110 --- | 252

0000111111, 0001011111, 00011011111--- | 210

0001111111,0010111111,0011011111--- | 120

0 N0 ]|

0011111111, 0101111111, 0110111111... | 45

0111111111, 1011111111, 11011111111... | 10

10 1111111111 .. 1

Tabela 5.3: Possiveis configuragdes e seus respectivos valores de Ps para N = 10
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0,20 ° °

PROBABILIDADE

0,10

0,00 Py
0,00 0,25 0,50 075 1,00

SOMA REDUZIDA
Figura 5.5.3: Distribui¢cdo de probabilidades para o caso em que 10.

Com o crescimento do numero de estados macroscopicos acessiveis (S = n, com n =
1,...10) verifica-se, com mais clareza, que a distribuicdo assume uma forma simétrica e
mais suave com relagdo a S = %O = 5. Além disso, atestamos, novamente, os resultados
discutidos no caso de 3 dados, ou seja, € possivel ver que

P < Pip” < P,

N=10 N=3 N=2
N=10 N=3 N=2)"
P](Waz ) P]E/Iax ) P]E/[ax )

Estes resultados indicam um comportamento caracteristico:
A medida que o numero de dados aumenta, muito embora a probabilidade associada
N . . . .
ao resultado S = 5 diminua, os estados marginais extremos tornam-se cada vez mais
improvaveis (com probabilidade muito menor) do que os resultados mais préximos do pico.
Isto indica que, se efetuarmos um numero muito grande de sucessivos langamentos de N
dados binarios, verificaremos que o valor S = - ocorrera com muito mais frequéncia do

que os resultados do entorno a medida que N crescef|

3Este resultado pode ser formalmente demonstrado em [15]. Nossa intengdo aqui é agugar a intuicéo sobre
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Cem Dados e Mais

Para o caso de 100 dados fica inviavel utilizar uma tabela porque existem 2'° possiveis
sequéncias de 0’s e 1's. Neste caso condensaremos os resultado no gréafico da probabili-

dade Ps como fungdo da soma reduzida.
N=100
0,10

0,08 e o

0,05 ° o

PROBABILIDADE

0,03

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

SOMA REDUZIDA

Figura 5.5.4: Distribuicao de probabilidades para o caso em que N = 100.

Nesta figura € possivel ver que a distribuicdo de probabilidade para N = 100, possui um
pico localizado em s = 0,5, 0 que corresponde a soma S = g Além disso, devemos desta-
car que largura da distribuicao e bem mais estreita do que as anteriores. Isto significa que,
se langarmos 100 dados binarios, o resultado mais provavel para a soma S continua sendo
a média, mas é muito mais dificil encontrar valores que se distanciem percentualmente dela.
Note que a probabilidade de se encontrar as configuracées cujas somas estao abaixo de
0.4Sy14. € acima de 0.65),.. €, praticamente nula. Isto mostra que a média é muito mais pro-
vavel do que as somas que se distanciam do seu valor corroborando a intuicao construida
com 0s casos anteriores.

Assim, baseado nos resultados encontrados até aqui e que podem ser demonstrados

o problema por meio da observagao pratica.
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formalmente ([15]), espera-se que no limite em que N é muito grande a probabilidade de
N . -
S = - seja significativamente maior do que os outros macroestado e, por esta razao,
na imensa maioria das vezes em que um conjunto de N dados binarios for lancado, a
configuracéo final sera tal que a soma dos resultados sera suficientemente préxima de S =
N , , . . . L
5 Portanto, € razoavel acreditar que, se escolhermos uma das configura¢des improvaveis
como estado inicial do do conjunto de dados, a evolucao deste estado &, invariavelmente,
o , - N .. . S
na direcao de uma configuracao que resultaem S = 5 E justamente isso que discutiremos

na proxima secgao.

5.5.2 A tendéncia ao equilibrio

O objetivo desta secdo é mostrar como é possivel a emergéncia de uma estado macros-
copico de equilibrio a partir da dindmica microscépica aleatéria. Para isso, utilizaremos o
jogo de dados binarios como um modelo de sistema termodinamico. Vamos estruturar este

modelo:
» Cada dado representa um atomo ou molécula;

» O resultado de seu langamento pode ser visto como um possivel valor de alguma

grandeza aleatéria relevante.

Exemplos:

— 0 e 1 podem ser dois valores da energia do atomo;

— 0 e 1 podem significar andar para a direita e para a esquerda, respectivamente.

» Os atomos e moléculas que compdem um sistema podem ser vistos como uma sequén-

ciadeOse 1.

» Consideraremos a soma dos 0’s e 1’s, ou seja, numero de algarismos 1 como a gran-

deza termodindmica (macroscopica);
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1. Adindmica sera iniciada com N atomos no estado zero, ou seja, teremos uma sequén-

ciade N zeros

00000000000 - - - 00

N elementos

de tal forma que Sy =0

2. Escolhe-se, aleatoriamente, um dos elementos da sequéncia (um dos dados) para
fazer um langcamento. Neste caso, é certo que escolheremos um zero e, ao fazer o

lancamento existe:

* uma probabilidade % se obter 0;

* uma probabilidade % se obter 1.

Como consequéncia, existe a mesma probabilidade da soma continuar em Sy = 0 ou

evoluir para Sy = 1.
3. Se, apods o langamento obtivermos, Sy = 0, repetimos o passo 2.

4. Se, ap6s o lancamento obtivermos, Sy = 1, escolhe-se, aleatoriamente, um dos ele-
mentos da sequéncia (um dos dados) para fazer um langcamento. Neste caso, temos

N -1

* uma probabilidade
N-—-1
2N

de se sortear um “0” e, portanto, uma probabilidade de

de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

- 1 . 1
* uma probabilidade N de se sortear um “1” e, portanto, uma probabilidade de N

de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

Como consequéncia, existe uma probabilidade muito maior de que a soma permaneca

como Sy = 1 ou evolua para Sy = 2.
5. Se, apds o lancamento obtivermos, Sy = 1, repetimos o passo 4.

6. Se, apds o langcamento obtivermos, Sy = 2, escolhe-se, aleatoriamente, um dos ele-

mentos da sequéncia (um dos dados) para fazer um lancamento. Neste caso, temos
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. N -2 .
* uma probabilidade de se sortear um “0” e, portanto, uma probabilidade de
N -2 .
5N de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

- 1 . 1
* uma probabilidade i de se sortear um “1” e, portanto, uma probabilidade de N

de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.
Como consequéncia, existe uma probabilidade muito maior de que a soma permaneca
como Sy = 2 ou evolua para Sy = 3.
Dos passos descritos até agora fica evidente que:
« a probabilidade de aumentar o valor da soma (Pg) é maior do que de diminuir
(Ps), ou seja Pd > Pg;
« a probabilidade Pgestad decrescendo a medida que o valor da soma cresce, ou

seja, PZ > P se S, > 5.
S1 So

N -
7. Este comportamento acontece enquanto S < 5 De fato, para o ultimo termo antes
N
de S = 5 temos
* uma probabilidade

(V/2-1)
2N

de se sortear um “0” e, portanto, uma probabilidade

(N/2-1)
N

de de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

(N/2+1)

* uma probabilidade de se sortear um “1” e, portanto, uma probabilidade

(N/2+1)

de de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

Note que estas probabilidades sdo aproximadamente idénticas no caso em que N é

muito grande.

N
8. Quando alcangamos S = 5} obtemos

. N/2 1 -
» uma probabilidade T/ =3 de se sortear um “0” e, portanto, uma probabilidade
1 .
de 1 de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

N/2

. 1 -
» uma probabilidade N =3 de se sortear um “1” e, portanto, uma probabilidade

1 .
de 1 de se obter, depois do langcamento, os resultados 0 ou 1.
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Este € o valor maximo da probabilidade. Isto esta de acordo com o que foi mostrado
- . , , N , .
nas secgOes anteriores pois, como vimos, 0 macroestado Sy = 5} possui 0 maior

numero de microestados (ver tabelas da se¢éo|5.5.1).

9. Se S > 5} o comportamento das probabilidades é simétrico, ou seja, os resultados
sao invertidos em relagdao ao numero de “0™’s e “1”’s. Note que, para o primeiro termo

. N
depois de S = 5 temos

(N/2+1)

* uma probabilidade de se sortear um “0” e, portanto, uma probabilidade

1 .
de 1 de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

(NV/2-1)
N

* uma probabilidade de se sortear um “1” e, portanto, uma probabilidade

1 .
de 1 de se obter, depois do langamento, os resultados 0 ou 1.

Perceba que as probabilidades estao invertidas quando comparamos com o passo 7,

: : . N
acima. Desta forma, podemos concluir que a partir de S = 5

+ a probabilidade de aumentar o valor da soma (P4) € menor do que de diminuir o

valor da soma (P ), ou seja Py < Py

« a probabilidade PJest4 decrescendo a medida que o valor da soma cresce, ou

seja, P > P4, se Sy > Si.

Esta sequéncia de passos, nos permite concluir que:

A soma Sy pode ser vista como uma grandeza macroscopica cujo valor de equilibrio
€ dada por Sy = 5 Este valor € obtido a partir da dindmica aleatdria dos microes-
tados e o processo de tendéncia ao equilibrio é guiado pela natureza estatistica dos

macroestados.
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5.6 Sugestao para os professores

Ao ensinar teoria de probabilidade para estudantes do ensino médio que nao possuem uma
base formal em matematica, € fundamental utilizar estratégias de adaptacédo do conteudo,
tornando-0 mais acessivel e conectado a realidade deste estudantes. A probabilidade é
uma disciplina fascinante que permeia nosso cotidiano, e ao contextualiza-la com exemplos
concretos, vocé podera despertar o interesse e facilitar o processo de aprendizagem.

Uma abordagem eficiente é iniciar com situacdes do dia a dia que envolvam incertezas,
como previsdes meteoroldgicas, langcamento de moedas ou dados, ou até mesmo probabili-
dade de ocorréncia de eventos em jogos e esportes. A partir desses exemplos familiares, os
estudantes poderdao compreender conceitos-chave, como espag¢o amostral, eventos e pro-
babilidade, de maneira mais natural e concreta. Além disso, encoraje a participagéo ativa
dos alunos em experimentos praticos, coletando dados e realizando analises probabilisti-
cas simples. Essas atividades permitem que os estudantes observem a aplicabilidade dos
conceitos aprendidos e compreendam como a probabilidade pode ser usada para tomar
decisdes informadas em suas vidas diarias.

Ao fazer essa adaptagédo do conteudo formal para uma linguagem propria e associada
a realidade dos seus alunos, vocé criara um ambiente de aprendizagem mais envolvente e
motivador. O entendimento da teoria de probabilidade sera fortalecido, e os alunos estarao
mais preparados para enfrentar desafios futuros relacionados a estatistica e analise de
dados. Lembre-se de que a exploragdo da probabilidade pode ser divertida e instigante
guando enraizada em exemplos que os estudantes podem vivenciar e apreciar. No préximo
capitulo, mostraremos como estruturamos o0 nosso tratamento. Fique a vontade para fazer

as adaptacoes que julgar necessarias!



Capitulo 6

PRODUTO EDUCACIONAL

Produtos educacionais s&o ferramentas pedagdgicas produzidas pelos educadores e que
serve de auxilio para que estes consigam oportunizar e desenvolver as praticas pedagé-
gicas. Estes produtos proporcionam uma maior interagdo entre teoria e pratica, ou seja,
tem como objetivo auxiliar o professor em sala de aula. (FREIRE, GUERRINI, DUTRA,
2016). A utilizacao de produtos educacionais tem, como principal finalidade, fugir a tendén-
cia de se estudar ciéncias por praticas baseadas em decorar conteudo. A experimentacéo
didatica e ativa surge, naturalmente, como uma possibilidade de contribuir de forma efetiva
e potencializada para a formagéao do aluno, ajudando a superar os problemas de apren-
dizagem decorrentes de metodologias de ensino baseado em recursos mnemoénicos. E
importante destacar que praticas experimentais isoladas, nem sempre sao suficientes para
garantir uma melhor qualidade no ensino de Ciéncias, € necessario que o conteudo a ser
tratado seja abordado de forma clara e, sempre que possivel, vinculado a elementos da
realidade ou que despertem a curiosidade e o interesse. Em outras palavras, a construgao
do conhecimento cientifico, precisa buscar agbes que atuem como da como um processo
gue transforma os conteldos teéricos em elementos praticos, sempre buscando atender a
finalidade do ensino.

Com isto em mente, decidimos elaborar um produto educacional com uma sequéncia

didatica de ensino que proporcione o diadlogo entre o que se pretende transmitir e os co-

77
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nhecimentos prévios que o aluno possui e, desta forma, contribua para a aprendizagem
significativa dos estudantes. Paralelamente, esperamos que este produto auxilie o pro-
fessor com relagao a transmissao do conteudo proposto e, principalmente, na criagdo de

estratégias que aprimorem o ensino dos demais contetudos abordados em sala de aula.

6.1 Ambientacao teorica: um resumo sobre a fisica do

produto

O produto educacional é formado por um sequéncia didatica que simula a sala de aula como
um sistema termodinamico. A ideia geral é utilizar o aluno, munido de dados cubicos, como
agente da dindmica aleatéria de atomos e moléculas. Neste contexto, a sala de aula atuara
como um experimento para a observagao do comportamento médio dos eventos aleatorios
individuais, resultando no comportamento coletivo dos sistema macroscépico[14} 17,7, [15].

O principal objetivo é proporcionar ao professor um roteiro, condensado em um guia
didatico, que aborde os conteudos relevantes e o auxilie na explicacao dos conceitos fun-
damentais para a construcao de um sequéncia pratica que permita compreender como as
grandezas termodinamicas emergem do comportamento individual e, também, estabelecer
as bases para o comportamento irreversivel de sistemas termodinamicos, ou seja, que res-
peitem a 22 Lei da Termodinémic. Um aspecto importante desse experimento é que cada
estudantes sera visto como um elemento individual de um sistema macroscépico e, desta
forma, o roteiro devera contemplar as estratégias individuais para a execucao de eventos
aleatérios e que culminem na observacao do resultado global médio em toda sala de aula.

Antes de apresentarmos a sequéncia didatica, precisamos estabelecer as perguntas
fundamentais que devem ser apresentadas aos estudantes para delimitar com clareza os

aspectos tedricos relevantes fisicamente. Nada impede, neste ponto, que o professor faca

!Infelizmente, ndo podemos dizer que nossa abordagem seja universal, no sentido que sera eficiente
sempre que aplicada, independemente da turma ou escola. E preciso reconhecer que a realidade local
deve, sempre, ser levada em consideracdo na aplicacdo deste produto. Considere nossa estratégia como
uma sugestdo que pode e deve ser adapta para outras realidades.



CAPITULO 6. PRODUTO EDUCACIONAL 79

sua propria investigacdo dos subsunsores de seus estudantes e estabelega perguntas di-
ferentes das propostas aqui. No entanto, acreditamos que as questdes levantadas a seguir
devam ser contempladas, de alguma forma, para que as conexdes entre as atividades pro-

postas e 0s processos fisicos seja eficiente. A primeira pergunta é:

6.1.1 O que é um sistema termodinamico?

Termodindmica € a area da fisica voltada para o estudo das propriedades da matéria que
exibem dependéncia com as grandezas temperatura e calor. Ela estuda a tendéncia de
grandezas como pressao, volume e temperatura aos seu valores de equilibrio. Indepen-
dentemente de seu estado, a matéria é formada por atomos ou moléculas, que estdo em
constante movimento. Em virtude desta agitacdo aleatoria estes atomos e moléculas pos-
suem energia cinética e a energia cinética média desses atomos e moléculas produzem
uma sensagao que podemos sentir como sendo fria ou quente e que nos remete a nogcao
de temperaturg?]

Existem outras grandezas fisicas que descrevem sistemas termodindmicos mais com-
plexos, mas para os nossos fins, ndo precisamos tratar deles aqui. O ponto importante
e que precisa ser destacado € que a termodinamica lida com sistemas macroscoépicos e
por isso, podemos dizer que as grandezas termodindmicas como pressao e temperatura
também sdo macroscépicas. Isto significa que elas sdo obtidas a partir do comportamento
coletivo dos atomos e moléculas, os entes microscépicos que constituem o sistema. Em
outras palavras, as propriedades macroscopicas independem do comportamento individual
dos entes microscopicos mas, sim, do resultado oriundo do seu comportamento coletivo.

Mesmo que desejassemos estudar o comportamento individual dos constituintes do sis-
temas, devemos ter em mente que, por exemplo, em um copo d’agua, existem em torno de
10%° moléculas de H,O. Isso nos da um indicativo de que é impossivel fazer a descricio

deste sistema de maneira microscopica, ou seja, é impossivel descrever o movimento de

2A associagao entre energia cinética média e temperatura pode ser obtida formalmente por meio da teoria
cinética dos gases. Para mais detalhes ver o capitulo 11 do livro do Moysés Nussenzveig [14]
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cada atomo ou molécula que compdem o sistema termodinamico.

Resumindo, para os nossos fins:

Um sistema termodinamico é aquele em que o numero de atomos e moléculas € grande o
suficiente para que a temperatura e outras propriedades possam ser definidas a partir do

seu comportamento coletivo.

Neste trabalho a sala de aula simulara o sistema termodindmico, e os alunos fardo o

papel de atomos e moléculas.

6.1.2 O que é um microestado?

Se um sistema for composto por N elementos individuais, consideramos um microestado
uma de suas configuracdes especificas. Por exemplo, se soubermos a posicdo e 0 momento
de todas as moléculas que constituem um gas, conheceremos o microestado do sistema.
O microestado é um estado detalhado de um sistema fisico, ou seja, serve para descrever
o sistema microscépico. Conhecer o microestado de um sistema termodinamico real é
praticamente impossivel. Basta pensar que se utilizarmos um computador para listar a
velocidade e o0 momento de 10**moléculas que compdem um gas a uma taxa de 1000
dados por milésimo de segundo, este computador levaria 10'® segundos para cumprir esta
tarefa, ou seja, mais do que a idade do universo. Portanto, o objetivo na termodindmica nao
€ determinar quais séo os estados microestados e, sim, 0 numero total deles. Isso é o mais
importante para calcularmos a probabilidade de se encontrar uma propriedade coletiva (um

estado macroscopico) associada ao sistema.

Exemplo. Se nomearmos seis dados de seis faces como A, B, C, D, E e F, cada configu-
racao especifica pode ser vista como um microestado do sistema completo. Neste caso,

como podemos ver nos microestados 1, 2 e 3 da Figura|6.1.1] a ordem é importante.
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A B C D E

Microsestado 1 @@@@
Microsestado 2 @@@@
Microsestado 3 @@@@

Microsestado 4 @@@@@@

Figura 6.1.1:
6.1.3 O que é um macroestado?

Chamamos de macroestado a resposta coletiva de um sistema fisico composto por um
numero muito grande de particulas, atomos ou moléculas. Por exemplo, se tivermos 10
atomos com suas respectivas energias (microestado), tanto a soma das energias como a
média nos dardo uma grandeza macroscoépica que chamamos de macroestado. No primeiro
caso, a energia total. No segundo a energia média. Perceba que estas duas grandezas
independem de qual atomo possua uma energia especifica, o importante é que a soma

seja a mesma, independentemente de quem possua cada uma das energias.

Exemplo. Imaginemos uma situagdo em que foram distribuidas uma unica nota de um,
dois, cinco, dez, vinte, cinquenta, cem e duzentos reais para 8 alunos a partir de um sorteio.
E nitido, que o valor total (a soma) ndo sera alterada caso a distribuicdo das notas diferente
por meio da realizagdo de outro sorteio. Neste caso, a soma dos valores pode ser vista
como uma grandeza macroscoépica idéntica para todas as formas de distribuir as notas

entre as oito pessoas.

Se analisarmos a Figura [6.1.1], percebemos que os microestados 1, 2 e 3 possuem a
mesma soma, logo a soma pode ser vista como um macroestado que pode ser obtido de
diferentes microestados. Ja o microestado 4, estaria associado a uma macroestado distinto

do anterior e s6 existe uma forma de obté-lo.
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6.1.4 Por que podemos considerar que os eventos microscopicos sao

aleatorios?

Imagine que vocé tenha um equipamento que é capaz de medir a posicdo de bolinhas
dentro de um caixa a cada segundo. Se o movimento das bolinhas for suficientemente lento,
€ possivel fazer uma previsdo razoavel do movimento destas bolinhas a partir das fotos
tiradas. No entanto, se essas bolinhas estiverem dentro de uma caixa com um soprador
bem potente, € bem provavel que cada foto ndo tenha qualquer relagdo com a anterior,
Ou seja, nao seria possivel dizer onde cada uma das bolinhas estava um segundo antes.
Neste caso, dizemos que a resolucao temporal do seu experimento (fotos) € baixa, pois
entre cada um dos disparos da camera, acontecem tantos eventos, que, no fim, as posi¢cdes
parecem aleatérias. E justamente isso o que acontece nos experimentos termodinamicos.
As colisdes e outros fendmenos importantes ocorrem em um intervalo de tempo muito mais
curto do que os de cada medida do experimento e esta € uma das razdes de os eventos
microscépicos parecem aleatérios. Aliado a isso, a imensa maioria dos experimentos nao
possui resolugéo espacial suficiente para medir cada uma das particulas que compdem o

sistema.

6.1.5 AQual a relacao entre a termodinamica e a probabilidade?

A relacdo entre termodinamica e probabilidade também é evidente na nocdo de micro-
estados e macroestados. Um sistema termodinamico pode ter varios microestados, que
correspondem a diferentes configura¢des das particulas individuais. No entanto, diferentes
microestados podem levar ao mesmo macroestado, que descreve as propriedades obser-
vaveis em larga escala do sistema, como temperatura, pressao e volume. A probabilidade
entra em cena para determinar a probabilidade de um sistema estar em um determinado
macroestado, considerando todas as possiveis combinacées de microestados que o levam
a esse macroestado especifico. Isso permite que a termodinamica estatistica, uma aborda-

gem da termodinamica baseada em probabilidades, fornegca uma descrigdo estatistica dos
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sistemas termodindmicos complexos, levando em consideracao a diversidade de microes-

tados que podem contribuir para um mesmo macroestado.

6.2 Atividade Educacional

O produto didatico é composto por uma série de atividades praticas que envolvem o lan-
camento de dados para simular o comportamento aleatério de atomos e moléculas que
compdem os sistemas termodindmicos. A ideia é que cada aluno represente um atomo
(molécula) ou uma colegao deles (delas). Os resultados dos langcamentos representaréo a
dindmica aleat6ria de grandezas fisicas associadas aos entes microscépicos constituintes

da matéria.

6.2.1 Material para a atividade

O material é composto por 144 dados de 6 faces. E importante destacar que todas as
atividades deste produto podem ser adaptadas para moedas, baralhos ou qualquer outro

elemento que produza resultados aleatorios.

6.2.2 Metodologia geral

Para que este produto educacional seja desenvolvido de maneira eficiente, recomendamos
a utilizacao da aprendizagem significativa. Cabe ao professor, escolher a abordagem que
melhor se adequa a realidade de sua turma. No entanto, antes mesmo de explicitarmos o

conteudo especifico de cada aula, recomendamos, ao professor, que

1. identifique quais conceitos ja estao bem definidos na estrutura cognitiva do aluno, para
s6 a partir dai dar inicio as atividades. Os questionarios propostos no inicio de cada
aula deste produto educacional pode servir de ponto de partida para que o professor

estabeleca sua prépria rotina de investigacao prévia.
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2. utilize videos sobre eventos aleatérios, realize jogos de dados, moedas, carta de ba-
ralho e qualquer outra atividade em que haja incerteza sobre os possiveis resultados

ou que tenham um elemento de sorte. Sempre desafia-los a fazer previsoes;

3. em turmas cujo o nivel de matematica permitir, explore, em cada etapa, o processo

de contagem e de estabelecimento teérico da probabilidade;

4. nas turmas em que os resultados formais da matematica ndo estejam estabelecidos,
reforcar os elementos mais simples dos processos de contagem, apelando para intui-

cao sempre que possivel;

5. estimule a participagéo de todos, pois estamos interessados no comportamento cole-

tivo e, ndo no individual;
6. investigue a abor¢ao dos conteudos, apds as atividades.

Com isto em mente, estamos aptos a apresentar o conteudo de cada uma das aulas pro-

postas neste produto educacional.
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6.3 Primeira aula

A primeira aula deve ter carater introdutério e investigativo e pode ser ministrada a partir da

seguinte sequéncia:

Investigacao

Inicialmente deve-se verificar os subsuncores da turma por meio da aplicagdo de um pré-
teste que devera ser respondido individualmente e sem o auxilio de materiais didaticos.
Esta investigacao inicial € composta por um conjunto de perguntas baseadas nos conceitos
de aleatoriedade, probabilidade e termodinamica. Segue, abaixo, o conjunto de perguntas

utilizadas neste trabalho.

Questionario investigativo (Primeira Aula)

1. O que vocé entende como um fen6meno aleatoério?

Comentar a resposta antes de passar a proxima pergunta.

2. E possivel que processos tenham carater previsivel mesmo sendo compos-

tos por processos aleatorios?

Comentar a resposta antes de passar a proxima pergunta.

3. Onde vocé aplica o conceito de probabilidade na sua vida cotidiana?

Comentar a resposta antes de passar a segunda pergunta

Introducao ao tema

Esta etapa consiste na apresentacao dos principais conceitos associados a aleatoriedade,

a probabilidade e a Termodindmica. Os exemplos devem ser simples e conectados com a
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realidade. O professor pode se basear nas discussdes da secao e nas questdes apre-
sentadas no Questionario investigativo da Primeira Aula. Esta fase da aula, tem como
principal objetivo ambientar os estudantes para que as atividades praticas apresentadas
neste produto educacional sejam significativas do ponto de vista do processo de aprendiza-

gem.

Observagao:

E, neste momento, que devemos mencionar a importancia da anélise combinatdria para

este trabalho, dado que ela estabelece 0os métodos de contagem que serao utilizadas

nesta proposta.

Instigacao

Neste ponto, o professor deve encorajar os estudantes a praticarem jogos com os dados,
sempre estimulando-os a fazer previsdes sobre os resultados. E bastante produtivo, fazé-
los pensar em estratégias que permitam o aumento de sucesso na previsdo dos resulta-
dos. Invariavelmente, todas as estratégias estarao ligadas a agcbées que reduzem o carater
aleatorio. Uma atividade interessante € repetir diversas vezes o lancamento de um dado
(sempre da mesma altura e com a mesma face apontando para cima). Em cada um dos
lancamentos verificar a face obtida. Neste momento, deve-se destacar que o resultado de
um lancamento de dados € determinado por varios fatores, como a forca do lancamento,
a posicao e a orientacao inicial do lanca87mento, o atrito com a superficie, as condi¢cdes
fisicas do ambiente em que o lancamento vai ocorrer. Desta forma se houver algum tipo
de desvio nas condigdes iniciais do langamento, estes podem provocar resultados inespe-
rados, ou seja pequenos desvios em qualquer um desses fatores, pode alterar o resultado

do lacamento drasticamente.
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Observagao:

Para que haja uma melhor compreensdo dos conceitos que serdo apresentados,
sugere-se ao professor que busque criar exemplos que se relacionem ao dia a dia dos
estudantes e que a desenvolva os temas por meio de atividades com as quais os alu-
nos possam participar e interagir. Dentro deste contexto, € mais importante que essas
atividades investigativas produzam mais indagacdes do que respostas. Desta forma,

buscamos sedimentar as questées importantes que serdo respondidas nas atividades

das aulas seguintes.

6.3.1 O primeiro jogo

Esta discusséo inicial tem, como principal objetivo, apresentar o conceito de probabilidade,

por meio da determinacao da frequéncia relativa, ou seja, respondendo a seguinte pergunta:

[ Qual a chance de se obter uma determinada face como resultado do }

langcamento de um dado?

Com o intuito de fornecer elementos para responder a questdao acima, estruturamos a
discussdao em termos de um jogo na sala de aula. Para realiza-lo, basta seguir os seguintes

passos
1. Distribuir 144 dados para os alunos de tal forma que:

 todos tenham a mesma quantidade de dados;

* sejam distribuidos 0 maior numero possivel de dados.
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Exemplo. Suponha que o professor possua N dados e a turma possua N4 alunos. O

numero de dados por aluno pode ser encontrado a partir da parte inteira da expressao

Np
Ny

Assim, se tivermos 144 dados e 30 alunos, o numero de dados por aluno sera a parte

. 144 ;
inteira de 30 = 4,8 que é 4.

2. Dividir a sala em 6 (seis) grupos, cada um representando uma das faces do dado.
A competicdo consiste em saber qual dos grupos tera o maior numero de resultados

ap6s 10 (dez) rodadas’]

3. Em cada rodada, os resultados das faces de cada grupo devem ser anotados e soma-

dos aos resultados da rodada anterior. A ideia é encontrar o resultado acumulado de

cada uma das faces.

Observacao:

O professor pode optar por anotar os resultados no quadro ou em uma planilha proje-

tada para os alunos.

4. O resultado acumulado deve ser avaliado em termos da frequéncia relativa por meio

da seguinte expresséo:

n;

i=1.2,3,456 (6.3.1)
ny + ng + n3 + ng + ns + ng

onde,

30 numero de rodadas é arbitrario, mas considera-se que seja suficiente para indicar claramente a ten-
déncia a igualdade da frequéncia dos seis lados como resultado do langamento. Cabe ao professor avaliar,
durante o processo, qual o nimero total de rodadas para que a frequéncia relativa de cada face seja aproxi-
madamente 1/6.
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n, : numero acumulado de faces 1 obtidas,
no : namero acumulado de faces 2 obtidas,
ns : namero acumulado de faces 3 obtidas,
n4 : namero acumulado de faces 4 obtidas,
ns : numero acumulado de faces 5 obtidas,

ng : numero acumulado de faces 6 obtidas.

5. Mostrar, por meio de um grafico, que a expressao tende ao valor 1/6 para todas

as faces.

6.3.2 Aprendizados esperados apds a aplicacao da primeira aula

As discussdes apresentadas e o Jogo 1 tem, como principais objetivos, consolidar os se-

guintes aprendizados:
1. O reconhecimento de um fendmeno aleatério;

2. O reconhecimento de que a aleatoriedade nao implica, necessariamente, em imprevi-
sibilidade;
3. Entender que a probabilidade de um evento € um conceito apoiado no experimento e

nao pode ser deduzido.

4. Compreender a razdo pela qual cada face de um dado possui a mesma probabilidade

(1/6) de ser obtida em um langamento.
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6.4 Segunda aula

A segunda aula deste produto educacional é destinada a mostrar como a tendéncia ao equi-
librio emerge naturalmente de eventos aleatorios. Para isso, precisamos discutir a diferenga
entre estados microscopicos e macroscopicos e reconhecer o papel que a probabilidade de-
sempenha na determinacao do estado final de equilibrio de um sistema termodinamico. Os

seguintes passos podem ser seguidos:

Investigacao

Com este intuito, a aula deve ser iniciada com a aplicacdo do seguinte Questionario de

investigacao:

Questionario investigativo (Segunda Aula)

1. O que é equilibrio?
Comentar a resposta antes de passar a proxima pergunta.

2. E possivel que processos tenham carater previsivel mesmo sendo compos-
tos por processos aleatorios?
Comentar a resposta antes de passar a proxima pergunta.

3. Se todos os estudantes da sala jogarem uma moeda para o alto, quantas
caras vocé espera obter?

Comentar a resposta antes de passar a segunda pergunta

Introducao do tema

Esta etapa consiste na apresentacao dos conceitos sobre equilibrio de um sistema termo-

dindmico. Assim como na aula anterior, € importante utilizar exemplos simples relacionados



CAPITULO 6. PRODUTO EDUCACIONAL 91

com o cotidiano do aluno de forma que as atividades sejam significativas do ponto de vista
do processo de aprendizagem. Alguns exemplos como o gelo que derrete e o café que

esfria podem ser muito Uteis para ilustrar o processo de tendéncia ao equilibrio.

Observacao

Neste momento, € importante retomar a discussdo sobre como os atomos se comportam

de maneira aleatéria para justifiOcar a utilizacdo dos dados na dindmica.

Instigacao

Esta etapa precisa ser pensada para que o estudante seja capaz de refletir sobre maneiras
de se usar os dados para simular a tendéncia ao equilibrio de grandezas macroscépicas,
mesmo com processos microscopicos aleatorios. Em outras palavras, o estudante precisa
refletir sobre um modelo didatico que contenha os elementos principais de um sistema ter-
modinamico. Neste sentido, ele precisa ser provocado para tentar construir uma grandeza

macoscopica associada ao resultado dos dados.

Observacao:

Todo o processo instigativo deve ser guiado para culminar na simplificacdo dos processos
aleatdrios. Esta simplificag@o consiste em transformar o dado de seis lados em um dado
binario e, com isso simular um sistema fisico que admite apenas dois valores (estados).
E uma simplificagdo que facilita os célculos revelando com mais clareza a esséncia do

problema.

6.4.1 O segundo jogo

O primeiro passo para estabelecermos a préxima atividade pratica (segundo jogo) é trans-
formar um dado de 6 (seis) lados em um dado binario. Nesta transformagao vamos utilizar
0S numeros pares e impares para definir os valores binarios. Particularmente vamos definir

que

+ Os eventos {2, 4, 6}possuirao valor 0 (zero);



CAPITULO 6. PRODUTO EDUCACIONAL 92

* Os eventos {1, 3, 5}possuirdo valor 1 (um).

Faces impares @@ (Valor: 1)
Faces pares @@ (Valor: 0)

Figura 6.4.1:

Se utilizarmos os resultados da frequéncia relativa encontrados na primeira aula, po-
demos mostrar que a probabilidade de se encontrar os valores 0 ou 1 no langamento dos

dados é 1/2. Neste nosso jogo vamos assumir que:

* cada aluno representa o numero de atomos igual ao numero de dados que ele possuir;

* 0 resultado do lancamento do dado representa a energia do atomo (neste caso 0 ou

1).

Neste sentido, o sistema termodindmico sera representado por uma sequéncia de zeros e

uns e a energia total sera dada pela soma de cada um dos elementos da sequéncia.

10100010001010100010001000100010101001001010100100100010001000101010001001011
0001010101011111101010101011101010001101000111001010101100100010010010001010

No caso de usarmos os 144 dados,

* a energia minima, quando a soma der 0, ocorrera gando todos os elementos da

sequéncia forem iguais a 0;

* a energia maxima, quando a soma der 144, ocorrera quando todos os elementos da

sequéncia forem iguais a 1[f]

Para comecar o nosso Segundo Jogo devemos seguir 0s seguintes passos:

4Assim como o discutido na segéo estas duas configuragdes sdo muito raras e, por isso, nao é razoavel
que elas sejam uma condicao de equilibrio apropriada.
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1. Distribuir todos os dados para os alunos. Neste jogo ndo problema se alguns alunos

ficarem com um dado a mais.

2. Vamos assumir que todos os alunos estao inicialmente com os seus dados com faces
pares voltadas para cima, ou seja, todos eles estdo com energia 0 e, portanto, a

energia total é nula.

3. Antes do inicio dos langamentos dos dados, cada estudante fara uma “aposta” em

qual numero a Soma estara apds todos os dados lan¢ados;

4. Cada aluno langara seus dados, simultaneamente, e reportara o valor para o profes-
sor. Assim, o valor da soma sera atualizado a cada langamento dos alunos e plotado
em um grafico feito a mao no quadro ou em qualquer outro software com projecéao

para os estudantes.

5. Os lancamentos serdo realizados até o ponto em a soma se estabilize proximo a

metade do numero total de dados (72 no caso de se usar os 144 dados).

Observacao:

Se, apos todos os langamentos, a soma ainda estiver com um valor que ndo se aproxima
suficientemente do valor de equilibrio (N/2), deve-se aproveitar a situagdo para discutir os
conceitos de probabilidade e, quem sabe, calcula-la para aquele valor de soma. Deve-se
retormar a discussao a respeito do modelo e a discusséo deve ser conduzida de forma
que o estudante compreenda que o numero de transi¢cdes aleatérias (lancamentos de
dados) por atomo é imensamente maior do o que o foi realizado na atividade. Neste
caso, incentiva-se que todos estudantes repitam o langcamento varias vezes e, ao final
desses lancamentos, todos reportem o valor obtidos pelos seus dados. Neste caso, é

muito provavel que a soma tenha convergido pra o seu valor de equilibrio (IV/2).

A grande meta desta atividade € mostrar para o aluno a evolugéo do gréafico da soma dos

valores dos dados. Esta tendéncia inequivoca ao valor (IV/2) é analogo ao que acontece em
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um sistema termodinamico. Neste ponto, o professor tem que estar preparado para retomar
a discussao associado aos micro € macroestados. Ele precisa convencer o estudantes de
a configuracao de equilibrio € aquela com o maior nimero de microestados que dao aquele
valor de soma. Mesmo que nao efetue dos os célculos, é importante que se mostre a

diferenca entre os microestados associados a cada valor da soma (macroestado).

6.4.2 Aprendizagem esperada apos aplicacao da segunda aula.
Esperamos que, apds esta aula, os estudante sejam capazes de compreender:
1. O que significa o equilibrio termodinamico;

2. Que é possivel obter valores suficientemente estaveis, mesmo se tratando de siste-

mas formados por eventos aleatérios;

3. Que natureza pode exibir comportamento probabilistico.
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6.5 Resumo das atividades

Abaixo, seguem as atividades das duas aulas resumidas.

| Aula |

Atividade

Descricao

|

Tempo

|

1

Pré- teste

Questionario com (03) trés
questbes de multipla escolha

10 minutos

Atividade interativa

Expor os conceitos de Anadlise
combinatéria e probabilidade,

30

Atividade dinamica

Mostrar alguns exemplos de
nosso dia a dia de como
podemos utilizar a combinatéria e
a probabilidade para resolver
situacoes-problemas, através dos
jogos de dados podemos mostrar
para os alunos como fazer para
encontrarem a frequéncia
relativa, pois esta frequéncia
estima a probabilidade para o
langamento de um dado.
Introduzir a ideia de sistema
macroscopico, citar exemplo de
loteria, jogos de roleta ,bozo,
placar de resultados para jogos
de futebol ...

10

Roda de conversa

Promover uma interagdo entre o
aluno - professor , professor e
aluno sobre o tema trabalhado

neste dia

10 minutos

95

Tabela 6.1: Sequéncia didatica para a compreensao sobre Probabilidade versus frequéncia

relativa
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| Aula |

Atividade

|

Descricao

| Tempo

|

2

Pré- teste

Questionario com (03) trés
questdes de multipla escolha

10 minutos

Atividade interativa

Mostrar que mesmo a partir de
uma dinamica aleatéria (
langcamento de dados) é possivel
concluir que existe uma
tendéncia absolutamente natural
para um resultado. Diante de
uma dindmica aleatéria é
possivel encontrarmos o
macroestado mais provavel ? E
como este macroestado é
formado ?

30

Atividade dinamica

Desenvolver uma atividade
utilizando os dados e através
deste sera possivel verificar esta
tendéncia natural de resultado,
gerar graficos para mostrar este
comportamento que tende ao
natural , ou seja o
equilibrio,exemplo colocar os
dados dentro de um recipiente e
0S que tiverem maior numero de
cores, estes terdo maior
possibilidade de serem
escolhidos quando retirados do
recipiente .

10

Roda de conversa

Promover uma interagdo entre o
aluno - professor , professor e
aluno sobre o tema trabalhado

neste dia

10 minutos
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Tabela 6.2: Sequéncia didatica para a compreensao sobre Probabilidade versus frequéncia

relativa



Capitulo 7

Relatos sobre a aplicacao do produto

educacional

A sequéncia didatica deste produto educacional foi inicialmente planejada para ser desen-
volvida ao longo de duas aulas. Entretanto, devido a circunstancias especificas enfrentadas
pela turma em que foi aplicado, a conclusao integral da atividade nao foi possivel dentro
desse prazo estabelecido, demandando um total de trés aulas. Ressalta-se, no entanto,
gue em situacdes ideais e, considerando o nivel de conhecimento prévio dos alunos, a

sequéncia poderia ser realizada em apenas duas aulas.

7.0.1 Primeira aula

A primeira aula consistiu na introdu¢ao do conteudo e do produto educacional aos alunos.
Iniciou-se com uma investigacdo composta por um conjunto de trés perguntas discursivas,
com o intuito de avaliar o conhecimento prévio dos estudantes. Pedimos que as perguntas
fossem respondidas individualmente, sem auxilio de recursos pedagoégicos. No segundo
momento, utilizando o material fornecido pelo produto educacional, foi iniciada uma aula
interativa, na qual os conceitos de probabilidade, frequéncia relativa e analise combinatéria
foram abordados. Com o intuito de facilitar a compreenséo desses topicos pelos alunos,

foram dados alguns exemplos associados ao fendmeno da aleatoriedade. Por exemplo,

97
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deixamos que os estudantes explorassem materiais como bozd, baralho, globo de bingo,
moedas e dados, sempre incentivando a participagéo coletiva. Essas atividades foram muito
bem aceitas e demonstrara-se de suma importancia para a aquisicao de conceitos.
Considerando que a probabilidade ndo é um tema tdo familiar aos estudantes em sua
trajetéria escolar, uma vez que ndo é amplamente abordado no Ensino Fundamental e
Médio, fizemos um acompanhamento especial aos alunos conforme suas necessidades,
elucidando o significado de termos como aleatoriedade, estimativa, probabilidade, macros-
cépico, microscopico, frequéncia, entre outros. Dessa forma, os alunos foram minimamente
capazes de estabelecer conexdes entre 0s conceitos apresentados e seus conhecimentos

préevios.

7.0.2 Descricao das atividades

O produto educacional foi implementado em uma turma do 2% ano do Ensino Médio modali-
dade Regular, composta por um total de 20 alunos, na Escola Estadual Leonidas Antero de
Matos, localizada em Cuiaba - MT. Durante o inicio da aula, ao abordar o tépico proposto
pelo produto educacional, pude constatar a falta de familiaridade dos alunos com os termos
utilizados para explicar o assunto em questdo. Diante dessa constatagéo, foi necessario
fornecer explicagdes acerca do significado de termos como aleatoriedade, probabilidade,
estimativa, tendéncia, equilibrio, previsao, entre outros.

E importante ressaltar que, embora esses termos estejam relacionados a diversos fend-
menos presentes no cotidiano dos alunos, eles ndo possuiam conhecimento prévio acerca
de seus significados especificos. Por exemplo, embora os alunos tivessem experiéncia com
o fenbmeno da aleatoriedade, eles desconheciam o termo que o descrevia. Essa lacuna de
conhecimento foi observada em relacdo aos demais termos mencionados anteriormente.

Esse aspecto constituiu-se como um fator que impés dificuldades aos alunos na rea-
lizacdo do pré-teste, tornando necessario esclarecer o significado dos termos abordados.
Apos essas explicagdes, os conceitos de andlise combinatéria, aleatoriedade, frequéncia

relativa e probabilidade foram discutidos. Talvez um dos motivos pelos quais os alunos nao
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conseguiram responder nem uma pergunta antes da explicacao, tenha sido falta de tempo
para trabalhar melhor os subsun¢dées dos mesmos, ou até falta de mais estimo para que
0S Mesmos conseguissem buscar em sua estrutura cognitiva alguma resposta para aquela
pergunta, o fato é que, nem um dos 20 alunos conseguiram responder 0s questionarios.
Em seguida, foram propostos jogos como dados, bozd, moeda, globo e baralho, a fim de
proporcionar aos alunos uma visualizagao concreta de eventos aleatérios, onde os mesmos
alunos conseguiram responder os questionarios, mas s6 conseguiram assimilar de maneira
mais efetiva quando os jogos foram realizados e a explicag¢ao foi dado para os mesmos.
Os alunos realizaram langcamentos de dados conforme proposto no jogo, respeitando to-
das as condig¢des iniciais descritas no produto educacional. Os valores resultantes de cada
face alcancada (1, 2, 3, 4, 5 e 6) foram registrados em uma planilha, permitindo o célculo
do somatério geral para cada uma delas. Esse momento revelou-se fundamental, pois os
alunos conseguiram estabelecer uma conexao entre o que estavam vivenciando em sala de
aula e as experiéncias cotidianas, uma vez que muitos desses jogos ja eram praticados du-
rante os intervalos escolares. Ficou evidente que essa atividade foi muito apreciada pelos

alunos, que se envolveram ativamente em seu desenvolvimento e comentarios do tipo:

“Professora, vamos fazer um sorteio do seu carro e vamos calcular qual a probabilidade de

eu ganha-lo!!r’

Os alunos fizeram algumas perguntas e, apesar de ja terem compreendido o que era
um fendbmeno aleatério, pediram que fossem citados mais exemplos. Na concepgéao de
alguns dos alunos, o resultado de eventos aleat6rios eram exatos, assim como os que obte-
mos através da mecanica deterministica. Somente apds as explicagdes e a realizagdo dos
lancamento de dados e dos jogos € que 0S mesmos comegaram a compreender que, para
0s eventos aleatérios, possuimos apenas estimativas e que, portanto, este € assim que
devemos estudar o comportamento de sistemas termodinamicos. Ao final da aula, pude
perceber que os alunos ja tinham uma compreensao melhor sobre os fendmenos aleatérios
e a importancia da teoria da probabilidade para sua descri¢cdo. Foi feita uma roda de con-

versa e os alunos foram instigados a dar exemplos de fenémenos aleatérios que fizessem
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parte do seu cotidiano. Diferentemente do que foi experienciado no inicio, ficou evidente que
houve uma ganho no que diz respeito a capacidade dos estudantes de fornecerem respos-
tas mais assertivas e precisas. Uma observacao importante deve ser ressaltada: o fato dos
alunos desconhecerem completamente o papel da aleatoriedade e da probabilidade, gerou
um atraso no cronograma de aplicacao do produto. Dedicamos mais tempo na construgcéo
de exemplos e em atividades que familiarizassem os estudantes com estes temas. Este
€ um julgamento pessoal de cada professor que decidir aplicar este produto. Recomen-
damos que professor investigue cuidadosamente o nivel de conhecimento de sua turma.
Isso é muito importante para que estas atividades produzam algum impacto no processo de

aprendizagem significativa dos alunos.

7.0.3 Segunda aula.

No comego da segunda aula foi feita uma revisédo sobre o contetudo estudado na aula ante-

rior. A roda de conversa foi a modalidade escolhida para tal finalidade.

7.0.3.1 Como a aula transcorreu

Ap6s a revisao, prosseguiu-se com a continuidade da atividade que nao havia sido con-
cluida na primeira aula. Foi projetada uma planilha do Excel na parede, na qual foram
registrados todos os somatérios realizados na aula anterior. Em seguida, procedeu-se aos
calculos da frequéncia relativa para cada face do dado, sendo proposto aos alunos que
realizassem os calculos também. Durante a atividade, alguns alunos expressaram des-
conhecimento em relagédo a probabilidade de se obter cada uma das faces do dado. No
entanto, ao término da atividade, estes mesmos alunos relataram ter compreendido melhor
a relagéo entre a frequéncia relativa e a probabilidade.

Em seguida, foi aplicado o pré-teste da segunda aula, Assim como na primeira, também
houve problemas relacionados com o significados das palavras contidas nas perguntas e,

por isso, foram adotadas as medidas necessarias para sanar essa dificuldade dos alunos.
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No momento em que os conceitos foram sendo abordados, os alunos, na grande maioria,
afirmaram que n&o havia maneira de se obter resultados para os sistemas de natureza ter-
modinamica. Fizeram muitas perguntas e ficaram abismados com a estimativa de nUmeros
de atomos que, em média, a matéria possui. A definicdo de sistemas termodinamicos e
distingdo entre estados microscopicos e macroscopicos tomou um tempo significativo da
aula, de forma que nao foi possivel desenvolver a atividade da aplicacao do jogo, ficando

esta para a terceira aula.

7.0.4 Terceira aula

No come¢o da segunda aula foi feita uma revisédo sobre o conteudo estudado na aula ante-

rior. A roda de conversa foi a modalidade escolhida para tal finalidade.

7.0.4.1 Como a aula transcorreu

Durante a revisdo, assim como nas outras aulas, os alunos interagiram bastante através
de perguntas e respostas. Apds este momento inicial, foi realizado o jogo proposto para a
segunda aula (se¢do[6.4.1). Foram discutidos, em mais detalhes os conceitos de equilibrio,
microestado e macroestado. Em poucas jogadas o valor do soma atingiu a marca em torno
de S = g o que resultou. Foi lancado o desafio de se tentar a condicao inicial (todos os

dados com faces pares) e verificou-se que a configuragao final era irreversivel.
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7.1 Registro das atividades

Figura 7.1.1: Aluna fazendo o langamento de moeda de dez centavos.
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Figura 7.1.2: Alunos jogando boz6

Figura 7.1.3: Alunos jogando cartas.
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Figura 7.1.4: Alunos fazendo o célculo da frequéncia relativa.

7.2 Avaliacao dos questionarios aplicados em sala de aula

Questionario 1
Resultados da Pergunta 1 do Questionario 1:
O que vocé entende como um fenémeno aleatorio?
* 15 (75%) respostas corretas;
* 3 (15%) incorretas e
» 2 (10%) respostas que ndo puderam ser avaliadas devido a imprecisao.

Apoés a pratica com os dados, cartas, moedas os alunos s6 foram de responder. Isso que
0S jogos se mostraram um recurso potencialmente significativo, uma vez que, antes dessas
atividades, os alunos ndo possuiam nenhum conhecimento sobre eventos aleatérios e seu

significado.
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Resultados da Pergunta 2 do Questionario 1:

E possivel que processos tenham caréter previsivel mesmo sendo
compostos por processos aleatorios?

* 14 (70%) respostas corretas e

* 6 (30%) incorretas.

Assim como na pergunta anterior, os jogos auxiliaram a compreensdo dos alunos para
responder a essa pergunta, permitindo que visualizassem a possibilidade de prever os re-
sultados de langamentos de dados e estimar valores mesmo em eventos aleatérios.

Resultados da Pergunta 3 do Questionario 1:

Onde vocé aplica o conceito de probabilidade na sua vida
cotidiana?
» 12 (60%) acertos, pois 0s alunos conseguiram compreender o conceito de fenémeno

aleatério. No entanto,
* 5 (25%) respostas foram incorretas e

» 3 (15%) respostas foram imprecisas, tornando dificil avaliar sua compreensao.

Além disso, citar exemplos de aplicacdo na vida cotidiana também foi um desafio para al-

guns alunos, uma vez que questionavam a aleatoriedade de certos eventos.

Questionario 2
Resultados da Pergunta 1 do Questionario 2:
O que é equilibrio?
* 18 (90%) respostas corretas e

* 2 (10%) incorretas.
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Os alunos foram capazes de mencionar corretamente o conceito de equilibrio e citar exem-
plos relevantes.
Resultados da Pergunta 2 do Questionario 2:

E possivel que processos tenham caréter previsivel mesmo sendo
compostos por processos aleatorios?

* 15 (75%) respostas corretas,
* 4 (20%) respostas em branco e

* 1 (5%) resposta incorreta.

Nesse momento, os alunos ja estavam mais familiarizados com o contetdo abordado, o que
contribuiu para o desempenho satisfatério.
Resultados da Pergunta 3 do Questionario 2:

Se todos os estudantes da sala jogarem uma moeda para o alto,
quantas caras vocé espera obter?

* 16 (80%) respostas corretas e

* 4 (20%) incorretas.
Alguns alunos erraram ao tentar realizar calculos matematicos, porém, aqueles que respon-

deram de forma discursiva obtiveram as respostas corretas.

Avaliacao Final
Pergunta 1

Como surge a termodinamica?

» 16 alunos souberam escrever sobre o0 que aprenderam sobre fenédmeno aleatério ,
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* 1 ndo soube responder nao foi possivel avaliar,

» 3 responderam errado , referente

Pergunta 2

Na grande maioria, os fenébmenos que ocorrem na natureza sao
irreversiveis?

+ 17 alunos souberam escrever que é possivel encontrar chances para um evento alea-

torio ,
* 1 responderam errado1

* nao foi possivel avaliar, 2 responderam errado , com

Pergunta 3

Por que mesmo um sistema formado por eventos aleatorios (jogos
de dados) é possivel, apos varias repeticées, encontrar o seu
macroestado mais provavel?

« 15 pessoas acertaram as respostas e
* 4 ndo soube explicar e

* 1 ndo soube responder.



Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

Uma de nossas metas com este produto educacional era construir um conjunto de ativi-
dades com o intuito de servirem como uma ferramenta para auxiliar no desenvolvimento da
aprendizagem significativa dos alunos na compreenséo do papel da probalidade na emer-
géncia do comportamento termodinamico, permitindo que o professor assumisse o papel
de mediador nesse processo. Além disso, estruturamos as acées de modo que o aluno foi
posicionado no processo como um agente ativo, contribuindo (microscopicamente, como
um atomo) para o resultado coletivo (macroscépico, como a energia de uma pedaco de
metal).

Apos a aplicacao de cada atividade, avaliamos o entedimento dos estudantes por meio
de questdes discursivas em organizadas em um questionario (Ver Apéndice (7)). De acordo
com a resposta, classificamos os resultados em trés categorias: (1) os alunos que assimila-
ram bem o conteldo e conseguiram expressar e reproduzir seu conhecimento por escrito;
(2) os alunos que parecem ter assimilado mas ndo conseguiram expressar e reproduzir seu
conhecimento por escrito; (3) aqueles que ndo conseguiram assimilar o contetdo ou néo
conseguiram transmiti-lo de forma escrita.

E importante destacar que a motivacdo e o interesse do estudante estavam ancora-
dos nas atividades praticas, quase ludicas, propostas com os dados, moedas e cartas de

baralho. Os resultados obtidos por meio da analise dos questionarios, revelam que a capa-
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cidade de fazer boas perguntas é um excelente caminho para se obter boas respos-
tas. Os questionamentos que emergiram das atividades e discussdes foram dissolvidos
por meio das explicacdes do professor. Sendo assim, baseado neste estudo de caso[l, po-
demos intuirﬂ que o produto educacional tem um grande potencial para a construgdao do
conhecimento significativo dos alunos. As discussées iniciais indicavam um profundo des-
conhecimento a respeito de no¢des como aleatoriedade, probabilidade e comportamento
coletivo. As atividades praticas, foram um caminho agradavel pelo o qual os conceitos
foram sendo moldados por meio de questionamento dos resultados e consolidados pela
experimentacao proposta no produto educacional. Nossos resultados evidenciam o que,
em linhas gerais, menciona Ausubel [2]quando o aluno aprende de forma significativa, ele
consegue verbalizar e expressar seu conhecimento.

Esperamos que este produto contribua para o preenchimento da imensa lacuna produ-
zida pela falta de atencéo a teoria da probabilidade nos curriculos do ensino médio. Por
exemplo, nos curriculos dos cursos de fisica do ensino médio, pouco € mencionado o ca-
rater estatistico por tras da origem dos fenébmenos termodinamicos, mesmo que a Proba-
bilidade seja um tema importante no curriculo de matematica [6, pag. 546]. Ela é deixada
em segundo plano e isto soa como uma inversao de valores fundamental, principalmente
guando se avalia que a realidade imposta a sociedade esta intimamente ligada ao compor-
tamento coletivo. Muito além do comportamento de sistemas termodinamicos, as teorias
de probabilidade estdo associadas, por exemplo, as tomadas de decisdes para as medi-
das de governo que, por sua vez, dependem, fundamentalmente, de dados consolidados a
partir de estatisticas. Os resultados destas analise podem ter direcionamentos distintos de-
pendendo das diferentes caracteristicas regionais. Particularmente, no caso da pandemia
gue nos assolou, a dificuldade para compreensao da eficiéncia de vacinas e ineficiéncia
de tratamentos precoces, tornou evidente a necessidade de se abordar os conceitos fun-

damentais acerca de probabilidade, aleatoriedade e estatistica. Diante dos resultados que

'Por razées operacionais, ndo foi possivel compor um grupo de controle para avaliar inequivocamente os
resultados associados aos beneficios de nossa estratégia para a apresenta¢do do contetudo.

2Toda intuicdo est4 unicamente baseada na impressao pessoal do autor e, portanto, ndo esta validado por
processos de controle.
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obtivemos com este produto educacional, percebemos que é possivel que a probabilidade
deixe de ser um conteudo pouco explorado e que a distancia da realidade dos alunos seja
estreitada, propiciando uma condicdo em que o aluno compreenda a importancia de se
reconhecer a aleatoriadade como algo inerente a natureza, mas que sob a ética da pro-
babilidade ela pode ser compreendida para o bem do desenvolvimento da humanidade, da

ciéncia e da tecnologia.
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