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Resumo

Este trabalho considera a presenca de fotons escuros, os quais podem ser interpretados
como matéria escura. Estes fétons escuros interagem através de um termo de mistura
com os fotons usuais descritos pela eletrodinAmica de Maxwell. Usando o formalismo
da dinamica de campos térmicos (TFD - do inglés Thermo Field Dynamics) o efeito
Casimir em temperaturas zero e finita, e a lei de Stefan-Boltzmann sao calculados. Nossos
resultados mostram que ha corregoes devido a presenca de fotons escuros aos resultados

usuais da eletrodinamica quantica.

Palavras-chave: Efeito casimir, TFD, Lei de Stefan-Boltzmann, dindmica dos campos

térmicos, fotons escuros, matéria escura e compactificagao.



Abstract

This work considers the presence of dark photons, which can be interpreted as dark matter.
These dark photons interact through a mixing term with the usual photons described by
Maxwell’s electrodynamics. Using the formalism of Thermo Field Dynamics (TFD), the
Casimir effect at zero and finite temperatures, as well as the Stefan-Boltzmann law, are
calculated. Our results show that there are corrections due to the presence of dark photons

to the usual results of quantum electrodynamics.

Keywords:Casimir effect, TFD (Thermal Field Dynamics), Stefan-Boltzmann Law, ther-

mal field dynamics, dark photons, dark matter, and compactification.
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1 Introducdo

A matéria escura é uma entidade hipotética que se presume responsavel por
aproximadamente 85% da matéria do universo. O termo escura ¢ utilizado em razao da
suposta falta de interagao com o campo eletromagnético, o que implica a inabilidade
de absorc¢ao, reflexao ou emissao de radiagao eletromagnética, no qual dificulta sua
deteccao. Alguns efeitos gravitacionais inexplicaveis pelas atuais teorias da gravidade tais
como, curvas de rotagao da galaxia [Babcock 1939|, dispersoes de velocidade em galéxias
elipticas [Faber e Jackson 1976], entre outros, sugerem a presenca de matéria escura. Por
consequéncia, muitos especialistas sustentam que a matéria escura é vastamente abundante
no universo e desempenha papel fundamental em sua estruturacao e evolugao |[Buckley e
Profumo 2012]. Existem algumas propostas para entender o que é a matéria escura como,
Axion [Sugiyama, Takada e Kusenko 2023|, WISP do inglés weakly interacting sub-eV
particle [Jaeckel e Ringwald 2010|, e em nosso trabalho escolhemos o f6ton escuro |Filippi
e Napoli 2020]. Vamos entender como essa particula pode nos ajudar no entendimento de

matéria escura e como ela pode se comportar em determinado sistema fisico.

A hipoétese de novas particulas carregadas pelas mesmas interagoes de calibre das
particulas comuns sempre foi considerada além do Modelo Padrao (MP), impulsionando
especulagoes tedricas e pesquisas experimentais nos ultimos 50 anos |[Fabbrichesi, Gabrielli
e Lanfranchi 2020]. No entanto, resultados negativos dessas pesquisas e a frustra¢do em
descobrir qualquer uma dessas novas particulas hipotéticas tém desafiado cada vez mais

essa suposicao.

O MP é uma teoria que unifica o eletromagnetismo, a forga forte e a forca fraca
sob um grupo de calibre denominado SU(3) ® SU(2) ® U(1) |Gaillard, Grannis e Sciulli
1999]. Suas previsoes foram confirmadas com alta precisdo em varias areas, incluindo a
determinacao do momento magnético anoémalo do elétron [Aoyama, Kinoshita e Nio 2019|
e a descoberta do boson de Higgs |Brout, Englert e Gunzig 1978, Higgs 1964]. Mas, o
MP apresenta limitacoes na explicagao de certas observagoes, como a existéncia de massa
para os neutrinos [Barger, Marfatia ¢ Whisnant 2012 e a natureza da matéria e energia

escura [Beacham et al. 2019].

Para tratar essas questoes, extensoes do MP, como a teoria das cordas [Morozov
1992], foram propostas. Uma possibilidade comum nessas extensoes [Kroff e Malta 2020] é
adicionar um grupo extra U(1)x ao grupo de simetria. Esse setor adicional interage com a,
hipercarga fraca U(1)y, resultando em uma mistura com o foton eletromagnético U (1) g,
em baixas energias. O novo bdson de spin-1 associado a U(1)x, é eletricamente neutro e

nao se acopla diretamente aos campos de matéria do MP. Portanto, além da mistura com
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o féton, o béson X permanece invisivel, sendo chamado de féton oculto ou escuro.

Neste trabalho sera abordado como o féton escuro ira afetar o Efeito Casimir a
temperatura zero e temperatura finita, além do seu efeito sobre a Lei de Stefan-Boltzmann
considerando o campo eletromagnético. A abordagem utilizada sera a partir da dindmica

dos campos térmicos TFD (do inglés Thermo Field Dynamics).

A primeira abordagem sistematica para lidar com uma teoria quéntica de campos
em temperatura finita foi introduzida por Takeo Matsubara em 1955 [Matsubara e Matsuda,
1955]. Isso foi feito utilizando o formalismo de tempo imaginario. A primeira generalizagao
desse formalismo foi realizada por H. Ezawa, Y. Tomozawa e H. Umezawa [Ezawa, To-
mozawa e Umezawa 1957|, estendendo o trabalho de Matsubara para a teoria quantica
de campos. Eles também descobriram condigoes de periodicidade para funcoes de Green
de campos bosonicos e fermidnicos, conhecidas como condi¢ao KMS (Kubo, Martin e

Schwinger).

Embora o formalismo de tempo imaginario seja capaz de descrever com precisao
os fenébmenos térmicos da teoria quantica de campos, algumas dificuldades surgiram em
areas da fisica como a fisica da matéria condensada, onde a dependéncia temporal é
essencial. Isso levou ao surgimento de outras propostas de teoria quantica de campos
térmica que mantivessem a informacgao temporal. Uma das abordagens propostas é a
formulagao do caminho de tempo fechado, introduzido por J. Schwinger [Schwinger 1961],
Mahanthapa e Bakshi [Bakshi e Mahanthappa 1963| e Keldish [Keldysh et al. 1965].
Essa abordagem utiliza um caminho fechado no plano de tempo complexo, de forma que
o contorno segue ao longo do seu eixo real e depois volta. Uma das abordagens mais
importantes para estudar sistemas quénticos a temperatura finita foi proposta por Yasushi
Takahashi e Hiroomi Umezawa em 1975, sendo denominada como Dindmica de Campos
Térmicos (TFD) |Takahashi e Umezawa 1975]. Essa teoria é capaz de englobar todas as
ferramentas da teoria quantica de campos, mas considerando explicitamente a dependéncia
da temperatura e preserva a informacao temporal do sistema. O Formalismo TFD introduz
uma duplicagao do espaco de Hilbert original, de modo que a temperatura é incorporada

por meio de uma transformacao de Bogoliubov.

No proximo capitulo, seréd introduzido o formalismo Lagrangiano, que é fundamental,
pois a partir dele discutiremos ideias da teoria de campo. Posteriormente, no capitulo
3, sera apresentada a teoria Eletromagnética, passando pelas equacoes de Maxwell e
chegando até mesmo a quantizacao do campo eletromagnético. Isso servira como base para
entendermos o estado de vicuo associado a esse campo, o qual sera discutido no capitulo 4
para compreendermos as flutuagoes de campos responsaveis por gerar o efeito Casimir.
Com todas essas ferramentas, discutiremos os incentivos teéricos e matematicos necessarios
para o entendimento dos fétons escuros no capitulo 5. Feito isso, no capitulo 6, vamos

mostrar todo o formalismo TFD, desde a sua motivacao até a sua discussao topologica.
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Por fim, aplicaremos esse formalismo ao campo eletromagnético, juntamente com a teoria
do féton escuro, obtendo novos resultados para o efeito Casimir em temperaturas zero e

finita, além de analisar seu efeito sobre a Lei de Stefan-Boltzmann.
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2 O formalismo Lagrangiano

O formalismo Lagrangiano é importante no estudo da teoria de campo, pois fornece
uma maneira de descrever as leis de movimento e interagoes em um sistema fisico. Ele
utiliza conceitos que serao explicados posteriormente no decorrer do capitulo, como o
principio de minima acao, que estabelece a trajetoria fisica de uma particula ou campo.
Através desse principio, obtemos equagoes que governam a evolucao desse campo, bem
como leis de conservacao e simetrias. Além disso, o formalismo Lagrangiano permite
a formulagao covariante, o que é essencial neste contexto e em fenémenos que sejam
consistentes com a relatividade restrita [Einstein 1905]. Ele também nos proporciona a

base necesséria para a generalizacao para a teoria quantica de campos.

Introduzida pelo matemaético e astronomo italiano-francés Joseph-Louis Lagrange
em 1788, a mecéanica de Lagrange ¢ uma formulagao da mecéanica classica que se baseia no
principio de agdo estacionaria [Thornton e Marion 2021|. Em mecanica classica usamos
as equagoes de Euler-Lagrange para derivarmos as equagoes de movimento do sistema.
Quando as ideias do formalismo Lagrangiano sao aplicados a campos, podemos usar as

mesmas técnicas para derivar as equagoes de campo.

Um campo é uma grandeza fisica que tem valor associado em cada ponto do espaco.
Como exemplo temos o campo gravitacional, que atribui um potencial gravitacional a
cada ponto do espago e também o campo de temperatura, onde serd associado a cada
ponto um valor de temperatura. Além disto, é vantajoso entendermos este formalismo por
questao de simplicidade matematica, uma vez que neste formalismo trabalhamos apenas
com quantidades escalares. Nivaldo Lemos até destaca a importancia desse formalismo da

seguinte forma:

"Lagrange talvez tenha feito mais do que qualquer outro analista ... ao mostrar que
as mais variadas consequéncias a respeito do movimento dos sistemas dos corpos podem ser
derivadas de uma formula radical; a beleza do método adequado o dignidade dos resultados,

a ponto de fazer de sua grande obra uma espécie de poema cientifico” [Lemos 2007|.

2.1 A acdo e as equacdes de movimento

A funcao de Lagrange em mecéanica classica ou, simplesmente, Lagrangiana L é
definida por,
L=T-YV, (2.1)

onde T' = %mx'Q é a energia cinética do sistema e V a energia potencial [Goldstein, Jr e Sr
2012].
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Se realizarmos a integracao dessa quantidade com respeito ao tempo, vamos obter

uma nova quantidade, dita acao,

S = / Ldt. (2.2)

A agao é um funcional, ou seja, ao aplicarmos uma funcao, ela vai nos retornar um
nimero. As particulas tém possibilidades infinitas de trajetéria de um ponto A para um
ponto B, dado o principio de minima agao percorrem o menor caminho, onde o caminho

de menor agao representara S — S 4 9.9, sendo 65 = 0. Veja a Figura 1.

Figura 1 — Principio de minima agao, imagem modi ficada [Fmercury 2007].

O célculo da variacao 6S = 0, vai nos levar as equacoes de movimento do sis-
tema [Neto 2004]. Como um exemplo, vamos derivar a segunda lei de Newton. Para tal,
consideramos uma pequena mudanga nas coordenadas, e a dependéncia na Lagrangiana
de x e x,

T T +eE, (2.3)

onde € é pequeno. Esta variacao é limitada para manter os pontos finais fixos, isto é

e(ty) = e(tz2) = 0. (2.4)

Usando uma expansao de Taylor, e considerando somente uma coordenada espacial,

o potencial pode ser escrito da seguinte forma,

V(z+e)=V(x)+ 5%. (2.5)

E o termo cinético é dado por,
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(& +&)% = @2 + 206 + &% ~ &% + 2ié. (2.6)

Podemos fazer essa aproximagao, pelo fato de e ser pequeno, entao o termo qua-

dratico ficaria ainda menor, podendo ser desprezado. Podemos escrever a agao (2.2)

como,
21 dv
S = {/ —m(i? + 2i¢) — (V () + e—)] dt. (2.7)
4y 2 dx
Vamos realizar uma integragao por partes, no termo 2i¢, tal que, f(t) = @ e Z—‘t’ =€
Entao,
o dg W[ df
FoLat =gl - [ g5t (23)
t1 t1

onde os termos de fronteira sao nulos devido ao fato de que a variagao desaparece nos
pontos finais. Fazemos essa integracao por partes para conseguirmos separar os termos

com dependéncia em ¢. Portanto,

to 1 1 to to
/ —m(3? + 2é)dt = —/ ma?dt — / miedt, (2.9)
t 2 2 t t

1 1 1

substituindo essa expressao na acdo, equagao (2.7), vamos conseguir separar o termo &,

£ b e v
S:‘/—mﬁﬂi/nmm—/(W@+%ﬂﬁ
t1 t1 t

2 dx
= /t2 lmgt2 — V(x)dt + /t2 —mT — v edt;
oy 2 " dx ’
= S+48S. (2.10)

Pelo principio de minima acao, o qual afirma que as as particulas seguirao o caminho
de menor acao, isto é, S = 0, obtemos,

v

F:——_
dx

mi, (2.11)

esta é a segunda lei de Newton, também conhecida como principio fundamental da
dindmica.

Vamos agora considerar uma situacao que envolva casos mais gerais, ou seja, teremos
coordenadas generalizadas. Temos a coordenada generalizada ¢;(t) onde i = 1,..., N, e
vamos considerar uma Lagrangiana que sera expressa em termos dessas coordenadas e
dependera também da derivada temporal de primeira ordem de ¢;(t). Portanto escrevemos
a acao como,

S:/ﬁL@®@@»ﬁ. (2.12)

t1
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De forma semelhante a Figura 1, o sistema evolui por uma trajetéria de minima

agao, onde o ponto inicial é ¢; = ¢;(t1) e o ponto final g3 = go(t2), tal que,

dq(t1) = dq(t2) = 0. (2.13)

Entao, variando a agao (2.12),

/ Z{ 5g; + ,i(;q'i] dt, (2.14)

e usando,

d

8(t) = % (80), (215)

obtemos que,
b2 oL oL d
0S =90 — 0q; | dt. 2.16
s=o [ [grou+ g o] 210

Novamente, vamos realizar uma integracao por partes, onde teremos os termos de

fronteira sendo zero, uma vez que a variacao desaparece nos pontos finais. Entao,

2 9L d d (0L
—(0¢;)dt = — dg;dt. 2.1
(o o= [ 5 (55) 2.17)

Substituindo na variagao da agao, obtemos,

/ Z [aLz 4 — (gj) 5qz} dt = 0. (2.18)

oL d (0L
Og;  dt (aqz) - (219)

Esta é a equacao de Euler-Lagrange, equagao responséavel por descrever sistemas

e entao,

complexos. Como dito, essa teoria é feita para coordenadas generalizadas e trabalha com
a ideia de particulas, mas como nosso interesse é tratarmos campos, vamos deduzir a

equagao de Euler-Lagrange para os campos e ver algumas consequéncias dessa teoria.

2.2 Formulacdo Lagrangiana na teoria de campo

Vamos entao ao formalismo da teoria de campos, que sera de importancia crucial
para tratarmos campos quanticos. Seja o campo ¢(x,t) escrito na forma ¢(x), consistindo
de um sistema com infinitos graus de liberdade. Agora as variaveis dindmicas da teoria
sdo os valores do campo, em vez do conjunto discreto de coordenadas ¢; [Reinhardt 1996].

Vamos associar a Lagrangiana a densidade Lagrangiana L,

L=T-V = /.cd?’:c. (2.20)
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A agao da teoria é definida como,

S = /dtL = /d‘*a:.c, (2.21)

onde a densidade Lagrangiana apresentard dependéncia explicita do campo e da derivada
do campo,
L= L(p,0,p). (2.22)

De forma anéloga ao desenvolvimento anterior, vamos aplicar o principio de minima
agao na equagao (2.21). Onde sera feita a variagdo com respeito ao campo () e com

respeito a primeira derivada do campo d,¢(z), portanto,

S = 5/d4x£,
oL oL
5S = /d‘*x{—é +——-5(0 }:0. 2.23

Considerando somente o segundo termo da expressao acima, vamos fazer uma

integragao por partes (2.8), tal que,

6 (Ousp) = Ou (60) - (2.24)

Os termos do produto na primeira parte da integracao por partes desaparece, pois

os pontos finais sao fixos. Assim resta apenas o segundo termo da integracao, isto é,

/ da* 8%690]5(0“ )= — / dz*0, ( a%ﬁpﬁ 5. (2.25)

Com este resultado, voltamos a equagao (2.23), substituimos a equagdo acima e

evidenciamos o termo de variacao,

oL oL
5S:/d4x{——8—}(5 =0. 2.26
o0~ a0 (2.26)

Com isso temos que o integrando tem que ser igual a zero, o que implica em,

ﬁ_ﬁ_a oL
3(,0_ ua[au ]

(2.27)

Essa é a equacao de Euler-Lagrange para o campo ¢(x).

Uma outra quantidade importante é o momento canonicamente conjugado ao
campo, o qual é dado por,
oL

=3 (2.28)

()



Capitulo 2. O formalismo Lagrangiano 20

Com essa quantidade, podemos escrever a densidade Hamiltoniana, isto é,

H=m(x)p(x) — L. (2.29)
E assim, o Hamiltoniano do sistema é escrito como,

H= / Hd’z. (2.30)

A mecéanica Hamiltoniana foi desenvolvida em 1833 como uma reestruturacao da
mecanica Lagrangiana. Proposta por Sir William Rowan Hamilton a mecanica Hamiltoniana
substitui as velocidades generalizadas ¢; utilizadas na mecéanica Lagrangiana por momentos
generalizados |Landau e Lifshitz 2002|. As duas teorias apresentam interpretagoes da
mecéanica classica e descrevem os mesmos fenémenos fisicos. A formulacao de Hamilton
tém vantagens sobre as equagoes de Lagrange dependendo do sistema fisico, por exemplo,
caso um sistema uma coordenada ¢; nao aparecendo no hamiltoniano, a correspondente
coordenada de momento p; é conservada ao longo de cada trajetoria. Isso permite reduzir
efetivamente o problema de n coordenadas para (n — 1) coordenadas [Arnol’d 2013|, mas
as duas mecéanicas sao analogas, apenas sendo vantajoso usar uma em um dado sistema

fisico e outro em outra.

Nesta se¢ao, uma breve introdugao aos formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano foi
dado. Agora, iremos aplicar esses conceitos para introduzirmos fundamentos de simetria

através do Teorema de Noether.

2.3 Teorema de Noether

O teorema de Noether é responsavel por relacionar simetria a uma quantidade
conservada em um sistema fisico. Uma simetria é dita como uma mudanca na perspectiva
que deixa as equagoes de movimento invariantes, podendo ser mudancgas translacionais,
no espaco, no tempo ou mesmo uma rotagao. Dizemos que essas sao simetrias externas,
isso significa que essas simetrias dependem de mudancas no espaco-tempo, mas também
existem simetrias internas, sendo mudancgas nos campos que nao envolvem mudancas em

relacao ao espaco-tempo. Vamos a deducao desse teorema.
Sejam X e 1 fungoes conhecidas de (n+1) variaveis reais e seja € um parametro
arbitrario [Lemos 2007]. Considere a transformagcao infinitesimal,
t—=t = t+eX(q(t),t); (2.31)
a(t) = q; = qit) +epi(q(t),t). (2.32)
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Note que,
dt’ .
dt . .
i (1+eX)t=1-€X, (2.34)

onde foi utilizado a expansao binomial (1 + )" = 1+ nx. Fazendo uma regra da cadeia na

expressao e desconsiderando os termos quadraticos pelo fato de e ser infinitesimal, temos,

dq. dqz dt

a T dtdr (1 - GX) (% + ezb) = G + €&, (2.35)

onde & = 1/11 — ¢:X. E entdo, dizemos que a integral da acio permanece invariante sob

uma transformacao, tal que:

AS = / < dt:( ).t )dt —/tthL(q(t),dzl—Sf),t) Q=0 (236

onde AS = 5" —

Trocando as dependéncias do primeiro termo,

to

t1 t1

e expandindo em série de Taylor até a primeira ordem,

s :/t{ oy +Z[6L 8? 5]#2—?&(} (1+6X>dt
t1
- / Lt (2.38)

t1

2

Distribuindo o termo (1 4 €X), vemos que os termos em €* vao a zero, portanto,

AS:E/: {Z [aL% aLf} +88—LX+LX}dt:0. (2.39)

i=1 g

Como os intervalos de integracao sao arbitrarios, e € # 0, isso nos conduz a condic¢ao
de Noether,

. oL : oL .
Z {8(] Yi + q.,(lﬁ QiX):| + o X+ LX =0, (2.40)

Fazendo uso do Teorema, que nos diz: Sejam ¢q,....,q, coordenadas generalizadas de
um sistema com Lagrangiana L. Se L nao depende explicitamente do tempo, a quantidade

h definida por funcao energia é,

h= qua—{; — I, (2.41)
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onde se usarmos as equacoes de Lagrange obtemos,

dh 9L

== 2.42
dt ot’ ( )

entdo, utilizando das equagoes de Lagrange (2.41) e (2.42) na equagao (2.40), chamada de
condigao de Noether, temos [Lemos 2007],

ZP (57) + 57| - (Sagr —1) x5 = o
ilwz (gi)Jr%g_é]_hX__X_ {Zﬁqz } — 0, (243)

(2

ou de forma equivalente,
oL
— { 2, — (X — ) — } =0. (2.44)

Assim, deduzimos o teorema de Noether, um dos mais fundamentais da fisica,
pois ele nos diz que existe uma relagao entre as leis de conservagao e a invariancia dos
sistemas fisicos sob operagoes de simetria. Vamos analisar uma aplicacao para tal teorema

na proxima segao.

2.4  Correntes conservadas e o Tensor energia-momento

Vamos aplicar o teorema de Noether, para derivar uma corrente conservada. Consi-

derando a seguinte transformagao no campo,

© = o+ dp. (2.45)

E vamos assumir, que diante dessa pequena variagao, a Lagrangiana nao ird mudar,
de tal forma que,
L=L+L, (2.46)

o que imediatamente implica em 6L = 0. Portanto, vamos expandir os termos de depen-
déncias da Lagrangiana para verificar as consequéncias desse resultado, lembrando da
equagao (2.22), temos,
oL oL
0L =—06p+ ———0, (dp) = 0. (2.47)
O 9 (Oup) 8
Utilizando a equagao de Euler-Lagrange para os campos (2.27), podemos substituir

o primeiro termo da equacgao acima, da forma que,

oL oL
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Sabendo que o termo da variacao comuta com a deriva, ou seja,

Ou(0p) = 0(0up), (2.49)
logo, a equagao (2.48), se torna,
oL ) oL
L=0,| == | dp+ ——=0(0,p) = 0. 2.50
(571) 5+ 5ia.7%9 250
Analisando a expressao, vemos que ela pode ser escrita como uma regra do produto,
(zry) = 2’y + y'x, onde teremos x = a[g—f@} e y = dp. Portanto,
oL
B ( 5¢) ~ 0. 2.51
"\ 90,41 220

Notamos que a quantidade entre parénteses se conserva. Chamamos esta quantidade, de
corrente conservada |Peskin e Schroeder 2007], em analogia com a eletrodinamica, podemos

definir essa quantidade como,
9" =0, (2.52)

onde

oL
0 [0)

Esse ¢ um resultado direto do teorema de Noether, para o caso em que ha a

=

dep. (2.53)

conservagao da Lagrangiana. Podemos associar uma carga conservada a corrente conservada,

integrando .J°, ou seja, a densidade de corrente,
Q= / d*xJ°. (2.54)

Portanto agora com o entendimento do teorema de Noether e visto uma aplicagao
direta de grande importancia, vamos fazer algo semelhante, comegamos variando o proprio

espaco-tempo e ver as consequéncias, isto é,

ot = !+ a, (2.55)

onde a* representa a variagao no espaco-tempo. Lembrando da depéndencia do campos, e

expandimos em série de Taylor,
o(x) = o(x+a) = p(z) + a"0,p(x), (2.56)

ou seja,
do = a"0,p(x). (2.57)

O Lagrangiano também é um escalar, portanto deve se transformar da mesma

maneira |[Peskin e Schroeder 2007], isto é,

L L+ a"0,L =L+ a0, (6"L), (2.58)
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ou seja,
0L =a"0, (0LL). (2.59)

Agora vamos considerar a variacao em termos de uma derivada total, onde a

Lagrangiana tem como dependéncia até sua primeira derivada do campo,

oL oL
= 3,59 50 (0u). (2.60)

5L
e

Usando a equacao de Euler-Lagrange,

oL oL
5~ (o6,3) .
a equagao (2.49), se torna,
oL oL
=0, =—— ) dp+ ——0,(0p). 2.62
(a) 2+ 79009 (262

Podemos escrever o termo acima de maneira anéloga a equagao (2.50), o que leva a,

5L =0, (%w) . (2.63)

Substituindo a equagao (2.59) e (2.57) na equagao (2.63), obtemos,

Mo (L)a” = 0, (%@gp) a’, (2.64)
i
or

0, (== 8,0 —6C ) a”, 2.65

“(M@ﬂ ® > (2:65)

como a” é arbitario, temos que o termo entre parénteses tem que ser nulo. E essa quantidade

é chamada de tensor energia-momento, o qual é uma quantidade conservada. Isto é definido,

oL
R, YO 1Y} 2.66
e (2.66)
8MT# = 0. (2.67)

Se relembrarmos a definigao da equagao (2.29), vemos que o tensor energia-momento

pode ser relacionado a densidade Hamiltoniana,

oL
1) = a—gbgb —L="™H. (2.68)

De forma direta, resgatamos a conservacao de energia, ja que temos o tensor associado a

densidade Hamiltoniana. Substituindo o tensor acima em (2.67),

0Ty = 0. (2.69)
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De forma similar, encontramos o tensor associado ao momento, que estaré associado

ao tensor com indices = 0 e v = i integrado no espago [McMahon 2008], ou seja,

P, = / dz’T?. (2.70)

Com essas ideias, teremos ferramentas suficientes para avangarmos com os conceitos

da teoria eletromagnética.
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3 Eletromagnetismo

O estudo da teoria eletromagnética é fundamental no contexto da teoria de campos,
pois proporciona uma descricao dos campos elétricos e magnéticos, fornecendo uma
estrutura matemética para compreender fendémenos dessa natureza. Além disso, essa teoria
desempenha um papel de extrema importancia na fisica moderna, uma vez que serve
de base para a teoria eletrofraca, que unifica as forgas eletromagnética e fraca [Salam
e Ward 1959]. Sua relevancia pode ser observada em diversas areas, desde a tecnologia
moderna até a fisica em seu nivel mais fundamental. Ela desempenha um papel crucial
na compreensao da natureza da luz, no funcionamento de dispositivos eletrénicos e na
dindmica do universo em escalas macro e microscopicas. As equagoes de Maxwell sao a

base utilizada para descrever essas interagoes,

fﬁ-dﬁ S pdV, (3.1)

€0

(3.2)

0,
%E-d* _ _ﬁ/é.dg (3.3)
S = 875 s .
fg.dg _ uo/f.dmm%/ﬁ.d@ (3.4)

sendo E o campo elétrico, Bo campo magnético, p densidade de carga e J densidade
de corrente elétrica. A equagao (3.1) conhecida como Lei de Gauss, relaciona o fluxo do
campo elétrico através de uma superficie fechada e a carga elétrica contida dentro do
volume delimitado por essa superficie, ja a equacao (3.2), conhecida como a Lei de Gauss
para o magnetismo, indica a nao existéncia de monopolos magnéticos, a equagao (3.3) é
conhecida como Lei de Faraday e relaciona o campo elétrico induzido com a variacao do
fluxo magnético, essa equacao representa a indugao eletromagnética, e por fim, temos a
equagao (3.4) chamada de Lei de Ampére-Maxwell, essa equagao estabelece a conexao
entre os campos elétrico e magnético, mostrando como a corrente elétrica influencia a
geracao do campo magnético e como a variagao do campo elétrico esta relacionada a

geracao do campo magnético. Compondo assim as quatro equacoes de Maxwell, vamos

fﬁ-dgz/(ﬁxﬁ).dﬁ, (3.5)

F-dA = /ﬁ.ﬁdv, (3.6)

aplicar o teorema de Stokes,

e o teorema da divergéncia,
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as equagoes de Mawell. Isso nos leva & forma diferencial de tais equagoes, isto é |Griffiths
2010],

v.E = 2 (3.7)
€o

V-B = 0, (3.8)

Lo 0B

VxE = —=—

ﬁXB’ = ,UJDJ_)—{—[LQEOE. (310)

Podemos mostrar a conservacao de carga. A conservacgao da carga elétrica é um
principio fundamental em fisica que estabelece que a carga elétrica nao pode ser criada ou
destruida. A quantidade total de carga elétrica no universo, é sempre preservada. A forma
de demonstrarmos isso é através da Lei de Ampére-Maxwell, lembrando que V- (V x F ) =0,

vamos tomar o divergente dessa lei,

\% (V X B) =V- (/JJ()J—FILL()EQE) = 0,
portanto,
a9 B
v-J =
+ €0 815 5
e substituindo a lei de Gauss, ou seja equagao (3.7), obtemos,
vV-J+—=0. 3.11
+ 5 (3.11)

Essa equagao é chamada equagao de continuidade para o eletromagnetismo. Sua
interpretacao é a seguinte, a corrente é um fenémeno resultante do fluxo de carga, a
equacao da continuidade estabelece que se a carga estd deixando um volume diferencial
(ou seja, quando a divergéncia da densidade de corrente é positiva), entdo a quantidade
de carga dentro desse volume diminui, indicando uma varia¢ao negativa na densidade de

carga. Assim, a equacao da continuidade expressa o principio de conservagao de carga.

Também podemos representar as equagoes de Maxwell em termos dos potenciais.

Com as identidades,

V- (VTxF) = 0, (3.12)
VxVO = 0, (3.13)

vamos expressar as solucoes gerais das equacoes de Maxwell homogéneas da seguinte forma,
para a equagao (3.8),
B=Y x A, (3.14)

onde A é chamado de potencial vetor. E para equacgao (3.9),

0A

E:_%_E’ (3.15)
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e ¢, conhecido como potencial escalar.

Para obter equagoes diferenciais parciais de segunda ordem para esses termos, é
possivel inseri-los nas equagoes nao-homogéneas. Considerando entdo as expressoes (3.7) e
(3.15) obtemos,

Vip— =V -A=—-2 3.16
o2 (3.16)
e também considerando as equagoes (3.10),(3.14) e (3.15),
I _ (0 0°A
VXVXA= V(VA) — V2A = ,U()J — Uo€oV <a—i§) — MO€OW. (317)

Onde através das equagoes (3.16) e (3.17) temos todas as informagoes das equagoes de

Maxwell, através de uma representacao por meio de potenciais.

3.1 Transformacdes de calibre

As equagoes (3.16) e (3.17) sao extremamente relevantes, pois nao s6 incorporam
todas as informacoes das equacoes de Maxwell, como também permitem reduzir seis
problemas em quatro. Anteriormente, para determinar as componentes de EeB , era
necessario lidar com seis variaveis distintas, pois sao vetores, com a troca na representagao
das equagoes de Maxwell reduzimos a representagao a um potencial escalar e a um potencial
vetor, representando uma significativa simplificacao. Além disso, temos a liberdade de
impor condicoes extras em ¢ e ff, desde que nada altere E e B. Vamos discutir o que essa
liberdade de calibre, ou ainda, chamada transformacao de gauge nos acarreta. Suponha
dois conjuntos de potenciais (¢, A) e (¢, /T’),

A = A+a,
¢ = ¢+ p.

sendo « e (B fungoes arbitrarias. Como ambos os vetores A e A’ produzem o mesmo vetor

—

B, seus rotacionais devem ser iguais, implicando em,

Podemos escrever também,

onde A é um escalar. Ambos os potenciais também resultam no mesmo E, portanto,

VB+—=0
B+ =0

- oA
V(ﬂ—f‘a)zo.

ou ainda,
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O termo dentro do parénteses, nao depende da posi¢cao, mas pode ter dependéncia

temporal. Chamaremos essa dependéncia de k(t),

O\

B = —E + k?(t)

Vamos incorporar k(t) em A, definindo um novo A com o acréscimo de f(f k(t')dt" ao

antigo. Isso ndo ira afetar o gradiente de A, pois simplesmente acrescenta k(t) a %, entao,
A = A+ 9 (3.18)
o\
= - —. 3.19
: -~ (319)

Em outras palavras, podemos adicionar o gradiente de uma funcao escalar A ao
potencial vetor f_f, desde que subtraiamos simultaneamente a sua derivada parcial em
relacao ao tempo g—;‘ de ¢, sem alterar os campos elétrico e magnético E ¢ B. Essas
mudancas sao conhecidas como transformacoes de calibre. A escolha do calibre mais
conveniente depende do problema em questao, sendo comum na magnetostatica a escolha
de V-A= 0, enquanto que em eletrodinamica hé varias opgoes disponiveis na literatura,

das quais apresentaremos duas.

3.2 Calibre de Coulomb e calibre de Lorentz

O calibre de Coulomb é uma escolha especifica do calibre do potencial vetor A na
teoria eletromagnética. Nesse calibre, impoe-se a condicao de que o divergente do potencial
vetor seja nulo, ou seja, V - A =0. Essa condicao é chamada de condi¢gao de Coulomb.

Com isso, a equacao (3.16) se torna,

Vip = ——p, (3.20)

€0
conhecida como equagao de Poisson.

Existe uma peculiaridade relacionada ao potencial escalar no calibre de Coulomb,
pois ele é determinado pela distribuicao da carga elétrica presente no momento. Se um
elétron é movido em um laboratorio, o potencial escalar ¢ na Lua imediatamente reflete
essa mudanca, o que parece contradizer a teoria da relatividade especial, que impoe um
limite na velocidade de transmissao de informacoes. No entanto, o potencial escalar ¢
sozinho nao é uma grandeza fisicamente mensuravel, e o que pode ser medido na Lua
é o campo elétrico E, que depende nao apenas do potencial escalar ¢, mas também

do potencial vetor A. Embora o potencial escalar ¢ reflita instantaneamente todas as

94
ot

que determina o campo elétrico E' e s6 mudara apos um intervalo de tempo suficiente para

mudancas na distribuicao de carga p, o mesmo nao ¢ valido para a combinagao —V¢ —

a informagao ser transmitida |Griffiths 2010].
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Existe vantagem e desvantagem no calibre de Coulomb. O potencial escalar é
particularmente simples de ser calculado, a desvantagem, é que Ae particularmente dificil
de ser calculado. A equacao diferencial para ff, eq. (3.17), sobre o calibre de Coulomb

pode ser escrita como,

- PA . _(OV
VEA — poeo—=m = —pioJ VI —=.
Hoco 55 po + Ho€o (815)
Ja no calibre de Lorentz, escolhemos,
vV-A= _MOEOE7 (321)
isso nos leva as expressoes,
1
D2¢ = —p
€0
24 = —Mojy
com o operador d’alembertiano sendo,
82
2=v?- Ho€0 55 (3.22)

Esse tratamento para ¢ e Aé particularmente agradavel no contexto da relativi-
dade especial, onde o d’alembertiano é a generalizacao natural do laplaciano, e temos a

possibilidade de escrever versoes quadridimensionais dessas equacoes.

3.3 Formulacdo tensorial eletromagnética

O tensor do campo eletromagnético, agora no sistema natural de unidades, é,

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 —B,
E. -B, B, 0

F' = 9P AY — QYA = , (3.23)

onde A* é o quadrivetor potencial, cuja parte temporal é o potencial escalar e o potencial

vetor é a parte que descreve as componentes espaciais, A* = (¢, A). F'* leva as equagoes

de Maxwell [McMahon 2008|. Nota-se que F* é antissimétrico, isso é,

= —F"F, (3.24)
A agao para a teoria eletromagnética, é,

1
S = / d*x (—ZFWFW — J“AM) : (3.25)
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onde J* = (p, J ) é a densidade de corrente quadrivetorial. A componente temporal do
vetor é a densidade de carga p, enquanto a parte espacial se refere a densidade de corrente

J. Entao, tomando a variagao da acao,

68 = / d'x (—i(éFW)F“" - iFHV(éF‘“’) - J“cSAu> : (3.26)

Considerando o primeiro termo, usando a definicao do tensor eletromagnético,
F, =90,A, —0,A,, temos,

—%(5FH1,)F“" = —i(auaA,, — 0, 0A,)F". (3.27)

Agora noés integramos por partes, transferindo as derivadas de d A, para os termos

F* | isso nos permite escrever,

(6F, ) F" = —=(9,04, — 0,64, )F"

1
1

1
= J(@.F"SA, — 0,F*5A,), (3.28)

1
4

trocando p e v no segundo termo,
1 1
_Z(éF”")FW = Z(GMFW(SAV —0,F"0A,), (3.29)

e entao usamos a antissimetria do tensor eletromagnético, isso eliminara o sinal de menos

no segundo termo, portanto,
1 1
JOF"™0A, = 0,F"5A,) = 2(0,F"3A, + 0,F"0A,),

1 17
= S0.F"SAL.

Portanto,
1 1
— [ BFL)F" = S0,F"A,. (3.30)
Agora, vamos analisar o caso —3F},, (0F*). Temos,

—iFﬂy(éF“”) = —%FW(S@#AV — VA = —}le(é“éA” — OVSAM).

Nos vamos baixar e subir alguns indices usando a métrica, para obter algo anélogo

a equacao (3.30). Comegamos por levantar os indices F),,,
1 1
— Fu 0 SA” — 0'SA") = — g P (0'6 A — 00 AY),
entdo, movemos F* dentro dos parénteses e integramos por partes,

1 1
— ot F(OGAY = OGAY) = a0 (F7)5A” = O (F7)5A"]
1 1
= o (FP)SA” = i (FP)0 A",
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Agora podemos baixar os indices das derivadas,

1 1 1 1
Zmpmea“(F”e)M” - Zmpmea”(F”G)M“ = ;Lmeap(F’ﬁ)M” - ;me@e(F”e)M“,

e fazemos o mesmo para o quadrivetor potencial, temos,

1 , 1 1 1
Zfr;yga,)(zwﬁ)(m — Znﬂpae(FP‘))aAﬂ = Zap(FP")aAg - Zae(Ff"))Mp,

focando no segundo termo, vamos mudar p — v,  — p e aplicar a antissimetria do tensor

eletromagnético, entao,

1 1 1 1
Zap(FpG)aAg - Z(’?g(F”G)dAp = Zap(Fpe)éAg - Zau(F”“)cSAy,

agora vamos olhar para o primeiro termo e fazer a troca idéntica nos indices,

iap(F”G)éA@—iau(F”")éAy _ }LGM(F“”)cSAVJri@u(F“”)éAy,
1
= S0P,

E entdo combinamos este resultado com a equagao (3.30), e a variacao da agao

torna-se,
4 1 |24 1 wv H
05 = [ d'w(50,F"A, + SO F"GA, — J'6A, |

= /d% (0, F"™ — J")5A,. (3.31)

Nos exigimos que a varia¢ao na agao se anule, ou seja, S = 0. No entanto, como a
variacao é arbitraria 0 A,, ela nao pode simplesmente se anular. Isso nos leva novamente
a conclusao de que a integral sera igual a 0 somente se o integrando for 0 em todos os

lugares do dominio. Portanto,

O " — JH =0, (3.32)
através deste resultado, podemos recuperar a equagao de continuidade, vamos mostrar
isso.

Uma vez que temos a propriedade de antissimetria associada ao tensor eletromag-
nético,
0,0, F" = —0,0,F"" = 0. (3.33)
e sabendo que,
0,0, = 0,0,,. (3.34)
Entao,
dp - =
8HJ“:0:>E+V~J:O, (3.35)

recuperando a equacao de continuidade.
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A partir da agao (3.25) podemos descrever todo eletromagnetismo, e como a agao

por definicao é a integral da densidade Lagrangiana associada ao sistema, temos,

1
L= _A_LF‘“’FW - JIA,. (3.36)
a Lagrangiana livre de corrente fica,
1 »
L= _ZFWF . (3.37)

A formulacao tensorial da equagao é importante, pois permite descrever a teoria
eletromagnética de forma invariante sob transformacoes de Lorentz. Isso significa que a
equagao ¢ valida em todos os sistemas de referéncia inerciais e pode ser usada para prever
observagoes em diferentes condigoes. A partir dessa formulagao, vamos avangar agora com

a ideia de quantizagao do campo eletromagnético.

3.3.1 Quantizacdo do campo eletromagnético livre

A quantizagao do campo eletromagnético é importante para entender as interagoes
eletromagnéticas quanticas, como a emissao e absorcao de fotons. Essa quantizacao é
fundamental na teoria quantica de campos e na descricao das particulas elementares. A
quantizagao do campo eletromagnético também contribui para a compreensao da forca
eletromagnética e sua unificacao com outras forcas fundamentais, como a forca fraca, e é

relevante para estudos de fisica de altas energias.

Para quantizarmos o campo eletromagnético livre, vamos partir da sua Lagrangiana,

1 4
L= —ZFWF“ , (3.38)
onde,
F =0,A, —0,A,. (3.39)

Como A, ¢ um campo vetorial real, e nao ha termo de massa, estamos lidando com

uma teoria de campo sem massa e sem carga.

Agora vamos considerar uma transformacao de calibre, ou dita, transformacao de

gauge,

Ay = Ay + 9N, (3.40)

onde temos A sendo uma funcao escalar. Essa invariancia de calibre serd importante

posteriormente. O primeiro passo ¢é, calcular o campo conjugado, definido por,

oL

= ———

DA (3.41)
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Consideremos,
F,F*" = (0,A, —0,A,)(0"A" — 0" A"),
= (auAV - aVAM)(anWaUAp - n”“np”ﬁpAo),
= 07" Fu ks, (3.42)
Entao,
o(F,F,p) OF,, 0F,,
wrorl —p —® 4R, —9° 3.43
DA)  ra@A) M B(GA,) (3.43)
Vamos abrir cada termo da soma, separadamente,
OF.  _ 00,A) _00A) _ 0,
9o A,) (A,)  0(DA,) 7
aFap _ a(acrAAp) . a(aPAU) — nOWL o 77077L
(0 A,) 0(00A,)  0(DhA,) e e
Portanto, a equagao (3.43) se torna,
a(‘F VFU ) L L L L
o) Fap(nytty, = mump,) + Fow (Mgn), — my15). (3.44)
Substituindo esses resultados na equacao (3.41),
a£ — _lnopnpzxa(Flﬂ’FglJ)
d(DoA,) 4 d(0oA,)
1 L A L A
= —Z{FO —F°+ F* — F}.
Mas, F* = — 5« logo,
oL 1
- _ = FOL FOL FOL FOL — _FOL.
oAy — g A Y
Portanto, o momento conjugado, se torna,
o = —F% = 1o, (3.45)
que nos leva a,
™ = 0, (3.46)
= E, (3.47)

da equagao(3.46), a relagao de comutagao [p(x,t),m(y,t)] = 0 ndo pode ser satisfeita,

pois temos a demanda do comutador de ¢ com momento conjugado ser diferente de

zero, pois eles nao podem ser medidos simultaneamente. Acontece que podemos reverter

esse problema usando a ideia de gauge e essa interpretagao se estende para teoria com
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temperatura. Ha muitas especificas maneiras de consertar esse problema, neste caso, nos

vamos usar o calibre de Coulomb. Sendo,

v. (3.48)

= 0, (3.49)

- D>1
Il
\.O

conhecido como gauge de Coulomb ou de radiacao. Especificamente, o desaparecimento
do campo conjugado para ¢ nao importa mais porque podemos ignorar a relagao de
comutacao de tempo igual de ¢ e 7°. Este ¢ o caso no mundo real, entao trabalhar no
gauge de radiacao mantém a natureza fisica do campo eletromagnético mais evidente.

Vamos, portanto, estudar a quantizacao deste calibre [Ryder 1996].

Usando o gauge de Coulomb, vamos impor que as relagoes de comutacao satisfagam,
A3, 4500, 0)| = |E(@ 1), B (@ 1)| =0, (3.50)
E temos uma problema na seguinte relacao de comutacao,

[Ai(:f, 1), B (2, t)} = i615%(7 — ). (3.51)

O problema consiste em, se tomarmos o divergente nos termos da relagao de
comutacgao da equagao (3.51), vamos ter V - A=V-E=0.0 problema é que essa relagao

de comutacao se torna inconsistente,
0= [ﬁ.ff(f, 1), 7.E( ’,t)] = iv2%(@ — a') £ 0. (3.52)

A correcao para isso é assumir que o seguinte comutador é dado por,

[Ai(, 1), B9(Z,1)] =i (55 — 8%—(7;) §(& — ), (3.53)
entao,
[Ai(,1), B (#,1)] =i / ng)g (55’ - p;];j ) k(@) (3.54)
Portanto,
[Ai(,1), B/ (Z,t)] = i / (;Z:;S <5§5 —p;—gj) etk-(E=a), (3.55)
[A(Z,1), A (Z,0)] = [Ei(,1), E;(Z,1)] = 0. (3.56)

Também nesse calibre, as equacoes de movimento se tornam,

9, F" =0,
0, (0" AY — " AF) =0
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e considerando,

VA = 0,
o = 0.
Obtemos,
0?
—_A-v2A=0A=0. 3.57
5 (3.57)

As solucoes de ondas planas sao da forma,
A = g~ (ka—wt) (3.58)

onde o vetor € representa a polarizagao da onda e indica a dire¢do do campo elétrico (ou
campo magnético) em relacdo & direcio de propagacdo da onda. E importante ressaltar

que esse vetor de polarizagao ¢ perpendicular ao vetor de propagacao k.

Dado o calibre de Coulomb, esse campo deve ser transverso, portanto,

a

V-A=k-éiw=ka) —
k-e=0.

H& duas polarizacoes transversais linearmente independentes. Portanto, ha duas
polarizagoes possiveis para os quanta de campo (que, sdo chamados f6tons). Um subscrito
que pode ter dois valores serd adicionado ao vetor de polarizacao para indexar essa
duplicidade,

€ — €y, (3.59)
por simplicidade, o vetor polarizagao é usualmente dado para ser da forma unitaria, e eles

sao ortogonais um com outro,
E_S\ . E;/ == 5)\)\/. (360)

Pode-se entao escrever a solugao geral construindo uma combinagao linear arbitraria

deles,

d3k 7 —1(Ww x 7 _'LW €T
A= Z/ i (van(Be e el e R9) (o)

onde os coeficientes de Fourier sao conjugados hermitianos um do outro para garantir que

o campo seja real. Também podemos calcular os campos conjugados,

Wi—E'———Az Z d*k (eia (]g) —i(wt— km)+ E —i(wt— kx))
=L = A 5,\%\( Je - (3.62)

(2m) (27)32w

Com esses resultados estabelecidos, n6s podemos agora inverter a expressao, para

obtermos uma relagao de comutagao entre os operadores de criagao e aniquilagao,

/dd i(W't—k- x)A (.ﬁE t) Z/dS 2 32 EMa)\ei(w’fw)tei(k_'/fE).f
7T

Tey aT i Hw)t Gi(K+F) 2 }, (3.63)
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mas sabemos,

Er i - -

[ G R = BB, (3.64)
EBr - o

/ G TR = BE ), (3.65)

entao,

“’\

/dgxei(w,t_k_;j)A‘(f t) _ Z/ d3k‘{€>\ CL)\(E) w’ w)t53(k E)
(] bl A w ¥
N (E) i(w +w t63<]; ];)},
{e,\laA(E) —l—eMa/\( E) 12“”},
{6)\/ €,\a,\(lg’)+€x 6,\61)\( E) Zlet},

(SA)\ICL}\U;/) + (SA)\ICL;(—E/)GQW%} .

DO
E\
—

O resultado final para esta integral é,

/ BreFNg L A7 1) = 1{ AR) + af (~F)e1 ], (3.66)

2w

a igualdade A;(z,t) =€) - ff(m, t) pode ser entendida como a projegao do vetor A no vetor
de polarizacao €\. Essa interpretagao implica que o valor de A;(x,t) é calculado através
do produto escalar entre €\ e /T(x,t), que consiste na multiplicacao das componentes

correspondentes desses vetores, seguida pela soma dos resultados.

E agora vamos fazer algo analogo para o campo conjugado,

(o N ; d3k - - T =
/d?)mez(w t—k 'x)ﬂ'z(f, t) _ Z / de (27r)32w (—zw){eﬁ\ak(k‘) i(w’ w)te—l(k —k).Z
_675\0/1'\(k)e'(w/+w)t67i(k/ﬁ+]_€‘).f}’

entdo usamos novamente as equagoes (3.64) e (3.65), temos,

= . 3 . — . 7 — —
/d3$€i(w/t_k/’x)7rl<f, t) — Z / ﬁ(—iW){Eg\a)\(k‘)ez(w —w)t(SS(k,/ . k‘)
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obtemos,

/d?’xe’(‘“ a9 (2, t) = —%{ak(lg) - a;(—lg)eﬂwt}. (3.67)

Com as equacdes, podemos encontrar as relagdes correspondentes para ay (k) e
al (K), somando as equacdes (3.66) e (3.67),

ax(k) /d?’xel (wt=Ra)e; (2, 1) + /deei(”tE'f)we}.g(f, 1),
a(k) = /d?’xei(“’t_g‘f){ie}.ﬁ(f, t) +w€}.g(f.t)}. (3.68)
Fazendo o hermitiano conjugado desse operador, podemos obter a/\(lg)
al (k) = / d%e-i(wt—’?f){—ze;.ﬁ(f, t) + wef\.ff(f.t)}. (3.69)

E agora, sabendo dos valores das equagoes (3.68)-(3.69), vamos comegar o célculo

da relagoes de comutacao para os coeficientes de Fourier,

[a,\(lg),a;(lz)] - / Brddal ek e ’{(n-ﬁ(f,t)wa-,@‘(f,t))
X (—iéy - R(T 1) - AT, 1)) — (=& - (T, 1) + wér - AT 1))
x (i) - F(E, 1) + wéy - A(T,t ))},

onde k -2 = k" e t = t. Agora aplicamos, [A4;(Z,t),A;(Z,t)] = 0 e
|Ei(Z,t), E;(Z,t)] = 0, lembrando que 7* = E*, obtemos,

[aA(E),aT\(E)} /d3xd3 gik-o ik xzw{qief\,[ﬂi(f, t), A;(a ) 1)]

—EK\EA/i [Aj(fa t)a 7Ti (3?7 t)] }

Lembrando que 7° = E*, e aplicando [A;(Z, t), BV (Z,t)] =i [ (dl <57 — M) eik-(@-a')

2m)3 i k2
temos,
7 7 dk® R A N
[a,\(k),ag(k)] = /d3xd3x/wezk.mzk ':ECU{E,\iEg\,(é; - 112 )ezk.(xfm)
, N
Fereni(d; — =5 )@=, (3.70)

Temos pela equagao (3.60), ou seja, considerando a transversalidade da polarizagao,

s — d?)k . L
a,\(k’), &i,(k/)] /d3 d3 / ezk.a:—k X 2(,0(?)\ . g)\,e—zk.(a}—x )7
(2m)3

-

dgk ’o T ()
d3 d3 / ik.x—k'.x 2w/ —ik.(Z—a')
/ (2m)3 2r)3¢ wove ’

:/d333d3 ka2 905w (T — @),



Capitulo 3. Eletromagnetismo 39

entao,

@Aa¢g4ﬁﬂ::@wﬁmﬁM@%E—éh. (3.71)
Por completeza,
(), ax ()] = [al (Bl (5] = 0. (3.72)
E entao, vamos ao céalculo do Hamiltoniano, dado por,
H= / Bx(r'A; - L). (3.73)
Mas, vamos relembrar a densidade Lagrangiana dada pela equagao (3.38), e abrir o
termo F,, ",

F F*" = n,,m,.F7F",
= nOOnuaFOUFOV + nlanUFlaFly + 772277V0F20F2V + 7733777VJF30F3Va

e entao,

F,F"™ = ny FOLROL | gy FO2[02 . 708 03
— o FOF0 oy, FR2E12 g P13 1
— noFPF® o PR g B
— o F3OF® oy PR3 8232, (3.74)

E entao usando, o tensor eletromagnético,

0 E, E, E.
£, 0 -B, B
F, = 1, (3.75)
E, B. 0 -B,
E., -B, B, 0
e a métrica de Minkowski (A.8),
10
0 —1
uyo , = 3.76
Ui Um 0 0 -1 ( )
0 0 -1

Com essas matrizes bem definidas, damos sequéncia,

F,F" = — E:—-E—E’
- E2+B!+B:
- E:+ B!+ B
— E}+ B+ B2 (3.77)
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Portanto,
F, F" = —2(E? + E + E?) + 2(B% + B2 + B?) = —2(|E?| — | BY)). (3.78)

Considerando o resultado acima, e a densidade Lagrangiana da equagao (3.38),

obtemos,

L=<(F"-B). (3.79)

DN | —

Agora temos informagao para continuarmos da equagao (3.73),

1 1 .
H= /d3x(E2 -3 (E* — B?%)) = §/dx3(E.E + B.B), (3.80)
temos os seguintes valores para os campos,
Ej Z/ A3k <€ a}\(lg) —i(wt—k.Z) Ej CLT (E)é(wt—l?f)) ' (381)
27) 32w A ATA
Bi Z d*k . >< - )j (E) —i(wt—k.Z) _ T(E) i(wi—k.&) (3 82)
27‘(’ 32w (SN ay € ay € . .

Inserindo essas informagoes na equacao (3.80),

Y,
H =% {wwd - &
32 / Y om)P2w (21320 | AT

« a/\(E)e—z(wt—E *) _ ;(E)ez(wt—ﬁ f))
> a}\/(k/)efz(w/tfl;’ :E’) o ai\/( _;>ez(w/t— o 5)) }’
ainda,
1 d3k a3k’
H =-= & {wwd 2
22 / T 2m)32w (2m)B2w 1A

|
S
>
—~
=oadl]
N—
S
>
—~
T
N>
[
S
E
E
\;.f
,f\
?w
Wl
)
+
Q
> =+
—~
=l
SN—
)
> —+
—
N
Q)
=
€
+
E\
=
4
=1
+
L
&
N——
——
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Agora realizamos a integracao sobre x, encontramos,

Bk B L
"= __%,:/ (27)32w (27)32w’ {ww A-Ex
X (a (K)ax (K)e —l<w+w’>t(2w)353(12 + k) — al (F)ay (K@= (2r)36% (k — k')

—ax(R)al, (ke 1 (2m 6 — ) + af (R)al, (F)e " (2m) 6% (F + 7))

Je~
H(Fxn).(x2)

x <a>\(/;)a,\/(lg’)e_’(w+“/)t(27r)353(g + k) — al (B)ay (K@= (2r)36% (k — k')

—

—ax(R)af, (B)e™" = (2m)26% (F — ) + af (R)al, (R)e' " (2m)*5% (6 + ) ) }.

Usando as propriedades da funcao delta para simplificar os fatores de fase restantes,

B3k d3k’ L
H = ——Z/ 27‘( 390 2w ww EN-EN/

— —

% <“A(k)ax(k’)e‘2“"t63(l? + 1) — al (F)ax (k)5 (k — 1)
—ax(k)al, (K6 (k — I
+(EX€A> .<_;><€’,\/)

X (aA(E)aA,(kf)e*2iwt53(/2 + ) — al(B)ax (F)83(k — k)

Agora a integragao K pode ser feita usando todas as fungoes delta, logo,
A3k
H =—— 22 2.,
Z/ 2m) 32w2w WENEx
X (a)\(]{')CLA/(—k)e—QZwt a;(E)CLA/(E) - GA(E)GT)\,(E) —+ CL;(E)(IJ[ (__’ki)62iwt>
+ <EX g)\> . <];:X E}\/)
< (—on(Blax (e — al (Rax (B) — ax(Ral, (F) — a} (Bral, (<) }
Usando a identidade,
(@x ) (xd)= (@ 0b-d)—(@-d)b-),

e relembrando €y.€\ = dyy, temos,

(k x &).(k x &) = (k.k)(Ex.ex) — (k&) (Enk) = k20 = w?dyy.



Capitulo 3. Eletromagnetismo 42

Portanto, substituindo no Hamiltoniano, ficamos com,

[ TE L s ax(Blow(She 2 — al (Fax(F
_——Z (2 )32w2ww )\A/{CL/\( )a,\/(— )8 —a/\( )CI,A/( )

o qual pode ser reescrito como,

dBk 1 25 - . B
H Z (2) (213%0 20" ,\)\r{—a)\(k‘)a,\/(k) — ax(k)al, (k) —

AN

a} (B)ax (F) - cu(k)a;,(/?)},

3 [ o %w 250 {a Bax () + x(Bral (B},

-

15 (o o)

E finalmente, usando ordenamento temporal, escrevemos,
d3k - -
= Z / 7 32wwa/\ (k)ax(k). (3.83)

Podemos verificar que ai(/;) ¢ ay(k) se comportam como operadores de criacao e

aniquila¢do. Vamos comegar com ay(k),

H,|E) = E,|E). (3.84)
Entao,

mas®IE) = [ ek Fo @@l

27)32uw'
N Z/ 2:: ;{;w w'al, (K)ax(k)ay (K)|E),
= Z / 2: fQW ax(k)al, (k) — GA(E),CLL(E’)H ax ()| B),

-3 / 2;: ¥ ! [n(Byaly () — (@m) 20000087 — )] ax () 2,
— ax(R) Z/ e LK ()] E) = war (F)|E).

= a\(B)Ho|E) — wax(F)| E) = ax(k)E|E) — wax (k)| E)
= (B — w)a(k)|E) = Hyax(K)|E) = (E — w)ax (k)| E). (3.85)
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De maneira anéloga,

Hydl\(K)|E) = (E + w)d\(k)|E). (3.86)

O hamiltoniano ¢ uma integral sobre o produto a;(/z)a,\(l;) e seus valores esperados
sao positivos,
(Y| H[¢p) = 0. (3.87)

Podemos fazer o argumento de que deve ter um estado minimo que seja aniquilado

por, )
ax(k)[0) =0, (3.88)

chamado de estado de vacuo. E portanto, pode-se construir todos os estados aplicando
operadores de criacao ao estado de vacuo. Os estados de uma particula podem ser escritos

da seguinte forma,

a\ (k)[0) = [k, A). (3.89)

Um estado arbitrario de multiplas particulas é, portanto, dado por,

af, 8]
)\i v — —
L2 10) = [k, M)-n(Fo, M) (3.90)

=1 \/n(k)!

Além disso, pode-se construir um operador ntimero que se comporte da maneira

| S

usual,

Na(k) = aj(k)ax(k)

Ny, (k) |n(kr, ) on(kr, )Yy = nlky, M)|n(kr, A)-n(kr, Ax)). (3.91)

O ponto zero na escala de energia é definido de modo que a energia do vacuo tenha

o valor zero. Como consequéncia,

H|k,A) = w|k, A). (3.92)

Em resumo, o fato de termos um estado de vacuo que é aniquilado pelos operadores
de aniquilacao nos permite criar todos os estados do sistema aplicando operadores de
criacao a esse estado de vacuo. Além disso, podemos introduzir operadores de niimero que
contam o nimero de particulas em um estado especifico, sendo que a energia do vicuo
¢é escolhida como referéncia zero. Esse formalismo é extremamente ttil na descri¢ao de
sistemas quanticos compostos por multiplas particulas. Feito a quantizacao do campo
eletromagnético e introduzido o conceito de vacuo quantico, vamos ver uma consequéncia

da flutuacao do estado de vicuo no préoximo capitulo, conhecido como efeito Casimir.
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4 Efeito Casimir

A compreensao do efeito Casimir é fundamental para entender como as flutuagoes
dos campos quénticos influenciam e produzem os resultados apresentados neste capitulo,

que servirao de base para resultados posterior no decorrer deste trabalho.

O efeito Casimir é amplamente reconhecido como um fenémeno de grande interesse
e complexidade no ambito da fisica moderna. Sua origem reside na quantizagao do campo
eletromagnético, revelando que a energia contida nesse campo, mesmo na auséncia de
fotons, apresenta flutuagoes quanticas. Essas flutuacgoes conduzem a existéncia de uma

energia de ponto zero no vacuo, a qual, por sua vez, nao ¢ nula.

Em 1948, o fisico Hendrik Casimir teorizou a existéncia de uma forga atrativa
entre duas placas condutoras paralelas e eletricamente neutras. Essa forca é atribuida as
flutuagoes da energia de ponto zero das ondas eletromagnéticas presentes no espaco entre
as placas. Desde entdo, esse fenémeno ficou conhecido como Efeito Casimir [Casimir 1948].
A confirmagao experimental [Sparnaay 1957, Sparnaay 1958| subsequente dessa previsao
tedrica nao apenas reforcou a validade da teoria quantica dos campos, mas também foi
considerada uma conquista notavel na compreensao dos fendémenos em teoria quantica de

campos. Vamos demonstrar as expressoes de forca e pressao referentes ao efeito Casimir.

4.1 O calculo da forca de Casimir

O potencial vetor A associado a uma onda eletromagnética no vacuo pode ser
descrito pela equagao de onda,
1 924

20 _
Sap ~ VA=0. (4.1)

Usando o método de separacao de variaveis, fazemos,

A7, 1) = #(7)q(t) (42)
onde ¢(t) é uma fungao que depende somente do tempo ¥(7) é uma fungdo que depende
somente de 7. Entdo vamos substituir a equagao (4.2) na equagao (4.1),

11 &%qt) 1

S0 e = 5" 00 (4.3)

Podemos analisar que o lado direito tem dependéncia somente de 7, por outro lado,

o lado esquerdo apenas tem dependéncia temporal, entao levando isso em consideragao,
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podemos iguala-los a uma constante. O sinal negativo se deve ao fato da facilidade posterior

na resolucao da equagao diferencial. Dessa maneira,

1
G

V() = —k?, (4.4)

e a parte temporal,

1 1 9%(t)
- = _k? 4.5
2 q(t) Ot ’ (45)
fazemos w = ck, chamada de relacao de dispersao, obtemos,
d%q (t) 2
BT + wq(t) = 0. (4.6)

Vamos considerar uma cavidade retangular de lados L, L, e L. conforme a figura

abaixo,

e k,

X

Figura 2 — Cavidade retangular [Rouver e Orlando 2015].

Onde @ pode ser escrito em fungao das suas coordendas, ou seja,
u(r) = X(D)Y (§)Z(2), (4.7)

pegamos a equagao (4.7) e substituimos na equagao (4.4),

19*°X 10 10%*Z
e S Y 4.
X 0z? +Y8y2 +Zaz2 (48)

Como cada termo depende de uma variavel diferente, podem ser igualados a constantes de

forma que,
1 0°X
1 0%Y 9
10%Z
0z _ —k2 (4.11)

Z 922
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Usando o método para equacao diferencial homogénea de segunda ordem,

102X

J— — — 2
X Ox2 &
X
X = 0
92 M ’
N4k =0,
A = Lik,.
Que tem solucao,
X = Asin(k,x) + Beos(k,x), (4.12)
de forma analoga temos solugao para Y e Z,
Y = Csin(kyy)+ Dcos(k,y) (4.13)
Z = FEsin(k,z) + Fcos(k,z). (4.14)

Sabendo que,

ko= k2 + k2 + k2, (4.15)

v; = (A;sin(kyz) + Bicos(kyx)) (Cisin(kyy) + Dicos(kyy)) (Eisin(k,z) + Ficos(k,z)) .
(4.16)

reescrevendo a equagao (4.7),

Como o potencial tem que ser nulo no interior da cavidade, as condigoes de contorno

serao dadas por,

~0
v =0 e z=L{" . (4.17)
v, =0
. =0
y =0 e y=LJ" . (4.18)
v, =0
=0
=0 e 2=L{" T (4.19)

Vamos analisar de forma inicial, y = 0 para ¢ = z, portanto, considerando as

condicoes de contorno,
(Agsin(kyx) + Bycos(kyx))Dy(Eysin(k.z) + Fycos(k,z)) =0, (4.20)
que implica em D, = 0. Agora em z=0,
0 = (Agsin(kyx) + Bycos(kyx))Cypsin(kyy) Fy (4.21)
implicando também em F, = 0. Desta forma, temos entao,

vy = (Agsin(kyx) + Bycos(kyx))Cypsin(kyy) Eysin(k,z). (4.22)
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De maneira totalmente analoga podemos obter,

vy, = Aysin(kyx)(Cysin(kyy) + Dycos(kyy))Eysin(k,z), (4.23)
v, = Asin(k,x)Cypsin(kyy)(E,sin(k,z) + F,cos(k,z)). (4.24)

Usando o calibre de Coulomb V.A = 0, temos,

OpVy + Oyvy + 0,v, = ky(Azcos(kyx) — Bysin(kyx)Cypsin(kyy)Eysin(k.z) +
+  Aysin(kyx)ky(Cycos(kyy) — Dysin(kyy)Eysin(k,z)
+  A,sin(k,x)Cysin(kyy)k,(E,cos(k,z) — F.sin(k,z))) = 0.

Esta equacao deve ser satisfeita em qualquer ponto da cavidade, inclusive em

(x=0,9,2),(z,y =0,2),(x,y,z = 0). Para (z = 0, vy, 2), obtemos,

ky A, Cypsin(kyy)sin(,z) = 0. (4.25)

de maneira analoga para (x,y=0,z) e (x,y,z=0),
Aysin(kyx)k,CyEysin(,z) =0, (4.26)
A,sin(kyx)C,sin(kyy)k, E, = 0. (4.27)
Portanto, é necessario ter A;C; E; = 0. Logo, a equagao (4.25) é escrita como,

OpUy + 0y + 0,0, = kyBysin(k,x)Cysin(kyy)Eysin(k,z)
+Aysin(kyx)kyDysin(kyy)Eysin(k,z)
+A,sin(k,x)Cysin(kyy)k, F,sin(k,z) = 0. (4.28)

Disso, as equagoes (4.22)-(4.24) tornam-se,

vy, = Bycos(k,x)Cpsin(kyy)Eysin(k,z),
vy, = Aysin(kyx)Dycos(k,y)E,sin(k,z),
v, = A,sin(k,x)C,sin(kyy)F.cos(k,z),

Seé renomearimmos as constantes, ficamos com,

vy, = Nycos(kyx)sin(kyy)sin(k,z), (4.29)
vy, = Nysin(k,x)cos(k,y)sin(k.z), (4.30)
v, = N,sin(kyz)sin(kyy)cos(k,z). (4.31)

Levando em consideracao as condigoes de contorno imposta ao sistema, para x = L,

0 = Nycos(kyLy)sin(kyy)sin(k,z), (4.32)
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daqui podemos tirar que k,L, = nm. Ou seja,

l
kz:L—” onde 1=0,1,2,3,... . (4.33)
De forma anéaloga,
k, = LIS m=20,1,2,3, ... (4.34)
Ly
k, = ? onde n=0,1,2,3... . (4.35)

De modo que vamos ter a equagao (4.15) sendo,

272 m?2xa2  n2gp?
k= \/ T3 + T3 + 7T (4.36)
T y z

A energia do estado fundamental entre as placas €,

2
1
By =3 ; hiwy., (4.37)

onde A = 1,2 representa as duas polarizagoes possiveis . Temos que, k = %, portanto

l2 2 2
N B = whe S (o5 o (4.38)

Como os campos tém duas polarizagoes, acrescentamos o fator (2) na equagao
(4.37), por isso o termo % se torna 1, isso acontece quando [,m,n # 0. Quando um dos
coeficientes for nulo, a contribuicao do respectivo coeficiente nulo deve ser dividida por
dois. Sendo assim, existem apenas duas polarizacoes para todos k's diferentes de zero e

apenas uma polarizacao se algum deles for zero.

|
LT

X

Figura 3 — Placas condutoras paralelas de area L? separadas por uma distancia d [Rouver
e Orlando 2015].

Consideremos a Figura 3, onde ela é o caso limite da Figura 2, onde, L, = L, = L e

L, =dcom L >> d. Entao, a energia do ponto zero entre as placas sera dada pela equagao



Capitulo 4. Efeito Casimir 49

(4.38). Para L muito grande, consideramos k, e k, como quantidades continuas [Milonni

2013|, da forma que substituimos a somatoria sobre 1 e m pela notagao integral,

— (g)Q / / dkpdk,, (4.39)

portanto,

Zhw,mn% hc Z/ /

Im,n

2
\/ k24 k2 (%) ] dkodk,.  (4.40)

Da mesma forma, para L, = d muito grande, a soma em n pode se substituida por

> = %/dkz. (4.41)

uma integral,

Sendo assim,
E (o0 hc / / / k?2 + & + k2| dk,dk,dk.. (4.42)

A energia potencial do sistema quando duas placas paralelas estao separadas por
uma distancia d pode ser calculada como a diferenca entre a energia total do sistema em
dada distancia, denotada por E(d), e a energia total quando as placas estao infinitamente
afastadas, representada por E(o0). Essa diferenga de energia, expressa como U(d), cor-

responde a energia da interacao entre as placas paralelas separadas por uma distancia d.

Ud) = i—j(hc}[i—j(ho)z / h / h \/kg+k§+(%”)2] dk,dk,
. hc / / / kz2+k2+k2} dk: dk,dk). (4.43)

Fazendo uso das coordenadas polares no plano k,k,, onde r é o raio polar e 6 ¢ o

Logo,

angulo polar, com dk,dk, = rdrdf, a equacao (4.43) pode ser reescrita como,

U(d) = Lhe {Z/ / 2+ (55 rdrd@——/ / / 2+ k2] rdrd@dk:}
_ L;Zj” {Z /0 T ”2”2] rdr — = / / r2+k2 rdrdk} (4.44)

Vamos introduzir uma fungao definida f(k) = f(1/r? + k2), que controla o com-

portamento da integral. Analisando fisicamente, para comprimentos de onda pequenos, da

ordem de ai onde a, ¢ o raio de Bohr, as placas nao vao exercer influéncia relevante pois
o
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nao oferecem obstaculos para essas ondas [Dilem 2012]. Este efeito tem nome e se chama

divergéncia ultravioleta. Para contornar essa divergéncia,

1 para k<k

k) — m
I {0 para k >> k,,,

n2m2 n27r2

+ 7’2> rdr

(4.45)

L?he Clm [dPr? T |d?r?
— N BT N )
= 5 {Z/o [d = +n f(d - —l—n)rdr
d2r2 d%g T d>r?  d?k?
_ / / [ . f(al S ])rdrdk:z}. (4.46)
Fazendo as substituigoes,
d*r? d> dk
r=— —dr= 2—7’dr e kK=——dr = —dk,, (4.47)
2 T
a equagao (4.46) se torna,
L? hc 7r s 2
_ n 2 T 2)
Uud) = Z/ 7 Vi +n? f(d x+n>2d2dx
2
_ 2 T 2|\ T
/ / Vz + K2 f(d[ x—i—mDQdedﬁ} (4.48)
Agora, simplificando temos,
L?hc 73 T
— T V/ 2 Y 2
U(d) = 5 d3{2/0 [ :C—l—n}f(d x—l—ndx)
/ / x + /§2 f <% [ x + /12]) d:cd/s} (4.49)
Fazendo,
F(r) = / [\/x + /{2] f < [\/:p + fizb dx, (4.50)
0
a equacao (4.49) fica
T hc
U(d) =~ {2 )+ ZF / (@dm} (4.51)
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E importante destacar que o fator meio presente na equacio (4.51), multiplicando
F(0), corresponde a uma unica liberdade de polarizagdo quando n = 0. De acordo com a

formula do somatoério de Euler-Maclaurin,
S F(n) / T Pk = LR0) = 2 F(0) + == F(0) (4.52)
— B 2 12 720 T '

Derivando a equagao (4.50), porém fazendo a substituicao u = x + k2, se obtém,
F(k) = / Jauf (%\/a) du. (4.53)

Realizando a intregagao,

F(r) = Eugf <%u1/2)} : = —;Ii?)f (gﬁ) (4.54)

da forma que vamos ter, F'(0) =0 e F"(0) = —4. As derivadas de ordens superiores
serao nulas, levando em conta que todas as derivadas da fungao de corte desaparecem

quando x = 0. Portanto, a equacao (4.52),

> F(n) - /OOO F(k)dk = %F(O) - % (4.55)

substituindo a equagao (4.55) na equagao (4.51), segue que,

m2he 1 1 4 m2he
d) = L*{-F —F(0) — = 2 4.
Ud) 43 {2 (0)+ 2 (0) 720} 720d3 (4.56)
Tendo F(d) = —VU(d), obtemos,
w2he
F(d) = ~ 5000 (4.57)

Portanto, a forga atrativa por unidade de area, ou seja, a pressao, assume o seguinte valor,

m2he

P(d) = — 5 (4.58)

Entao, dizemos que ha uma forca atrativa entre as duas placas metélicas, que
independem do material das placas que aparece devido a flutuagoes da energia do estado

fundamental do campo eletromagnético [Casimir 1948|.

Agora, buscamos compreender a natureza e as motivagoes que cercam a maté-
ria escura, bem como uma possivel particula mediadora para explica-la. Os resultados
apresentados neste capitulo serao retomados posteriormente em conjunto ao adicional de
matéria escura, que pode ser interpretada como um "féton escuro", conforme discutiremos

no préoximo capitulo.
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5 Foéton escuro

H4a muitas décadas, a existéncia da matéria escura é um fato bem estabelecido
devido a observacao dos efeitos de sua interacao gravitacional com a matéria ordinéria no
universo [Swart, Bertone e Dongen 2017, Spergel 2015]. No entanto, nosso conhecimento
sobre as caracteristicas da matéria escura é limitado, e a investigacao de sua natureza é uma
das maiores buscas na ciéncia fundamental atualmente. Enormes esforcos tém sido feitos
para identificar a matéria escura, com foco na busca de candidatos vidveis de particulas
macigas que interagem fracamente (Weakly Interacting Massive Particle) [Garrett e Duda
2011]. No entanto, até o momento, nenhum resultado positivo foi alcan¢ado nessa diregao.
Diferentes hipoteses tém sido propostas para explicar a natureza da matéria escura,
incluindo a possibilidade de que seus constituintes interajam com a matéria ordinaria
através de uma nova forca ainda desconhecida. Essa nova simetria oculta seria mediada por
um boson de calibre macico, o foton escuro, que se espera que se acople ao modelo padrao
através de uma mistura cinética. A busca por esse mediador macico tem sido intensamente
investigada nos ultimos anos, com a possibilidade de ser observado em experimentos ja

existentes.

Neste capitulo, busca-se motivagoes para o estudo do féton escuro, explorando
lacunas na fisica que sugerem modelos tedricos além do modelo padrao. Esse estudo é
necessario para estabelecer uma base teérica e matematica solida, a fim de buscar novos

resultados relacionados a esse novo candidato & matéria escura.

Na proxima secao, iremos apresentar alguns motivos que justificam a realizacao de

estudos sobre o f6ton escuro dentro de uma fisica considerada de fronteira.

5.1 Motivacdo fisica

Varios efeitos andmalos como, curvas de rotagao das galaxias [Corbelli e Salucci
2000], aglomerados de galaxias com dispersao de velocidade [Faber e Jackson 1976] e
emissao de Raio-X anormal e lentes gravitacionais [Grenier, Black e Strong 2015|, entre
outros [Hu 2001, Jaffe 2012, Aghanim et al. 2020], tém sido observados ao longo dos
anos em experimentos terrestres, astrofisicos ou cosmolégicos. Alguns deles podem ser
explicados introduzindo o conceito de setor escondido ou setor escuro, enquanto alguns
ainda estao aguardando uma interpretacao mais convincente, portanto, modelos teéricos
mais complexos sao necessarios para sua descricao detalhada. A maioria dos modelos
capazes de fornecer uma explicacao para esses efeitos assume uma forma relativamente
leve de matéria escura, com candidatos com massas de no maximo 10 GeV e da ordem de

100 MeV para o mediador escuro [Filippi e Napoli 2020].
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5.1.1 Hierarquia eletrofraca

O termo “Problema de Hierarquia” é frequentemente utilizado pelos fisicos para
designar uma discrepancia de escalas entre a massa dos Bosons de calibre/ Higgs e a massa
de Planck [Koren 2020]. De acordo com a teoria quantica de campo do MP, o célculo
da massa de Higgs indica que esta recebe contribuicoes de todas as escalas de energia,
incluindo a escala mais elevada A, na qual o MP ¢é valido. A escolha mais evidente para
esta escala é a massa de Planck [Beacham et al. 2019|. A discrepancia de muitas ordens de
magnitude entre My z g ~ 100 GeV, sendo W,Z, massas das particulas mediadores pela
forca fraca e H, referente ao boson de Higgs ¢ Mpjaner = 1012 GeV referente a massa de
Planck, é a hierarquia referida no termo "Problema da Hierarquia". Esta discrepancia de
escala, da ordem de ~ 10'7 GeV , levou muitos fisicos a concluir que é necessario recorrer

a teorias que vao além do MP para explicar a hierarquia.

Com base nos resultados experimentais [Rosso 2012] que indicam a massa do Higgs
como My = 125 GeV, surge uma importante questao sobre como ¢é possivel obter esse
valor a partir da teoria quéantica de campos. O MP descreve o termo de massa de Higgs
como m?H'H, que & invariante sob simetria de gauge ou global em H. No entanto, esse
parametro de massa é passivel de alteragoes por corregoes, uma vez que a massa de
Higgs é modificada por termos de correcao de todas as escalas com as quais ela interage,
e esses termos sao proporcionais a essas escalas. No MP, essa escala pode chegar até
M piane = 101 GeV, resultando em uma expectativa para a massa do Higgs muito maior

do que o valor experimental observado [Smith 2019].

Para reconciliar esses dois valores, é necessaria a realizacao de um cancelamento
numérico de termos que leva a reducao da massa de Higgs para seu valor experimental
adequado. No entanto, muitos fisicos consideram essa dependéncia de cancelamento
numérico desconfortavel e nao natural. Como resultado, tem sido proposta uma série
de teorias alternativas que buscam resolver o problema da disparidade entre os valores
esperados e experimentais da massa do Higgs sem a necessidade de ajustes finos nos termos

do célculo, uma dessas propostas teodricas é a existéncia do féton escuro.

5.1.2 Violagdo CP

A simetria CP é uma simetria que descreve juntas, o efeito da transformagao
de particulas em antiparticulas, conhecida como conjugagao de carga, e a inversao das

coordenadas espaciais, denominada paridade.

No nosso universo, a simetria CP é quebrada, resultando na assimetria entre matéria
e antimatéria, que é oposta ao que se espera (que seja igual). Para explicar essa assimetria,
as condigoes de Sakharov (violagao do nimero baribénico, violagdo da simetria CP e

interagoes fora do equilibrio térmico) [Sakharov 1998] precisam ser satisfeitas, incluindo a
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violacao de simetria CP durante as condigoes extremas do inicio do universo. Explicagoes

que nao envolvem a quebra de simetria CP sao menos plausiveis.

Recentemente, foi mostrado que a mistura cinética com quebra de simetria CP
entre um féton escuro e as particulas do MP pode levar a novas descobertas na fisica,
assim propondo uma fisica além do modelo padrao de fisica de particulas que pode explicar

a presenca de matéria escura no universo [Cheng et al. 2022].

5.1.3 Unificacio

O MP de fisica de particulas tem sido altamente bem-sucedido em explicar pratica-
mente todos os dados experimentais existentes com uma precisao excepcional. No entanto,
a auséncia de evidéncias claras para novas particulas nos experimentos do LHC ( do inglés
Large Hadron Collider) tem colocado em duvida a argumentagao da naturalidade, que tem
sido o impulso da busca por novas fisicas. Por outro lado, ha muitos fenémenos que exigem
uma fisica além do MP, como matéria escura, assimetria de barions, inflacdo, massas
e misturas de neutrinos, entre outros. A unificacao do acoplamento de calibre em uma
teoria unificada (GUT, Grand Unified Theory) é uma possibilidade intrigante e plausivel
que tem sido amplamente estudada na literatura [Daido, Takahashi e Yokozaki 2017|. A
introducao do foton escuro com uma mistura cinética com o grupo U(1)y pode melhorar a
unificagao do acoplamento de calibre. Um dos resultados propostos é a indicacao de uma
matéria escura mini-carregada como um resultado natural da GUT com féton escuro, o
que motiva ainda mais a busca por fétons escuros e o estudo continuo da unificacao da

fisica de particulas.

5.1.4 Oscilacdes de Neutrinos

Imagine que vocé comprou uma caixa de sorvete de chocolate na loja, porém, ao
abrir, percebe que o sorvete tem sabor de baunilha, ao colocar uma colher na tigela e
caminhar até outra sala para saboreé-lo, surpreendentemente, o sorvete agora tem sabor

de morango. Essa curiosa experiéncia é andloga ao que ocorre com os neutrinos.

A oscilagao de neutrinos é um fendmeno de natureza quantica no qual um neutrino,
originado com um determinado niimero de familia leptonica (sabor lepténico: elétron,
muon ou tau), pode ser posteriormente detectado com um numero de familia leptonica
distinta. A probabilidade de se observar um sabor especifico para um neutrino varia entre
trés estados conhecidos, & medida que este se propaga pelo espaco [Barger, Marfatia e
Whisnant 2012]. Pesquisadores tem estudado como o acoplamento do féton escuro pode
estar modificando a dinamica das conversoes de sabor dos neutrinos, com foco em oscila¢oes

de longa distancia [Alonso-Alvarez, Bleau e Cline 2023] .
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5.2 Lagrangiana e Tensor energia momento com a presenca de

fotons escuros

O MP ¢ uma teoria que unifica o eletromagnetismo, a forca forte e a forca fraca
sob um grupo de calibre chamado SU(3) ® SU(2) ® U(1). Ele foi confirmado com alta
precisao em varias previsoes, como a determina¢ao do momento magnético andémalo do
elétron [Aoyama, Kinoshita e Nio 2019| e a descoberta do béson de Higgs [Brout, Englert
e Gunzig 1978, Higgs 1964]. No entanto, o MP nao consegue explicar algumas observagoes,

como a existéncia de massa para os neutrinos e a natureza da matéria escura e da energia.

Para abordar essas questoes, extensoes do MP, como a teoria das cordas [Morozov
1992], foram propostas. Uma possibilidade comum nessas extensoes [Kroff e Malta 2020] é
adicionar um grupo extra U(1)x ao grupo de simetria. Esse setor adicional interage com a,
hipercarga fraca U(1)y, resultando em uma mistura com o foton eletromagnético U (1) g,
em baixas energias. O novo boéson de spin-1 associado a U(1)x, ¢ eletricamente neutro
e nao se acopla diretamente aos campos de matéria do MP. Portanto, além da mistura
com o féton, o boson X permanece invisivel, sendo chamado de f6ton oculto ou escuro. A
proposta de Lagrangiana em unidades naturais é [Kroff e Malta 2020],

1 1 X 2

m
L = _ZFMVFMV - ZX;LVXMV - 2FNVXMV + TIYXHXM) (51>

o0 novo boéson interage com o féton do modelo padrao, misturando-se com este. Onde
F.(x) = 0,A,(xz) — 0,A,(x) é o tensor eletromagnético, X, (z) = 0,X,(x) — 0, X, (x)
é o tensor do foton escuro, com X, denotando o campo escuro U(1)x, x é o parametro
de mistura cinética sem dimensao, que em alguns cenarios é restrito a 10712 < y <1073

[Jaeckel e Roy 2010] e m., é a massa do féton escuro.

E importante ressaltar que o termo de mistura dado por 51, X" pode ser removido
do Lagrangiano (5.1) por meio de uma redefini¢ao de campo. Existem duas maneiras de
redefinir o campo e remover o termo de mistura: (i) 4, — A, —xX, e (ii) X, = X, —xA4,.
Embora essas transformacoes sejam equivalentes, a fisica resultante é diferente. No primeiro
caso, o foton escuro se torna uma particula vetorial massiva nao carregada, enquanto
no segundo caso, a mistura é transferida para termos de massa, o que implica em uma
oscilac¢ao entre foton e foton escuro [Jaeckel 2013, Foldenauer 2019, Fabbrichesi, Gabrielli e

Lanfranchi 2020]. Aqui, considera-se o primeiro caso e aplicando essa redefinigao, temos,

F, = 0,A, —x0,X,—-0,A,+ x0,X,
= Fu—xXu, (5.2)

com,

F,, =0,A, —0,A,.
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Considerando os termos simplesmente da Lagrangiana (5.1), teremos,

1 1. - 1=
—ZF#VFHV - _ZF)‘“/FW/ + éF“l,X’uV,

X, xm =~

; (0,4, — X0, X, — 0, A, + X0, X)) (X")

2
_ XX, X
2

DO |2 w|><

(Fy — XX 0) X" = >2<F XM 4

Desconsideraremos os termos de ordem superior em Y. Retornando os resultados

para a equagao (5.1), obtemos,

1. _ _ _ 1
L= =B P 4 SEL X = SFL XY — X, X 4 ml X, X

4 2 2
l- = v 1 v 2
= = " = X XM 4 ml X, X
o que nos leva a Lagrangiana para foétons escuros massivos com fétons usuais sem massa,
1 1
L= =g = 3 X X1+ m2 X, X". (5.3)

Olhando para a Lagrangiana fornecida na equacgao (5.3), agora nos dedicaremos a
derivacao da equacao que nos permitira obter o tensor de energia-momento associado a
teoria. O tensor energia-momento se faz necesséario neste para posteriormente obtermos
quantidades fisicas desse objeto. Para isso, ao observarmos que a Lagrangiana depende
de dois campos independentes, devemos construir um tensor energia-momento que seja

adequado & essa situacgao. Sejam os campos,

o(x) = olz+a)=¢(x)+a"0,0(z),
O(z) = P(x+a)=D(z)+a"0,P(z). (5.4)

Sob uma pequena variagao (perturbagao), os campos podem ser descritos como,

¢(x) — ¢(x) +dp(x), (5.5)
O(z) — D(x)+0P(2), (5.6)

podemos afirmar que a Lagrangiana depende tanto dos campos ¢ e ¢, quanto de suas

respectivas derivadas,
L= L(¢(x),0up(x), (), 0, P(x)). (5.7)
Para obter a expressao que nos leve ao tensor energia-momento, é necessario encontrar a

equacao de Euler-Lagrange correspondente a Lagrangiana fornecida. Portanto,

0S = 0—5/d4x£

= /d4 (a¢5¢+ (85@5((%@ + g—g5®+ zxg—,im‘“a“q”) =0, (5.8
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sendo S a acao do sistema. Vamos resolver esta integracao considerando o método de

integragao por partes em termos das variagoes das derivadas do campo da equagao (5.8),

[ty = [asggsaen =~ [aw, (555,
[ ety = [t =~ [aw, (5a5).

entao,

5S :/d4 <8—¢5¢ A, (%‘%) 5¢+a£5<1> O, (a((;E@))a@),

<o (G i) ) o [ (o2 o)) o

levando-nos as equacoes de Euler-Lagrange para os campos ¢ e ¢, temos,

Agora, com as equacoes de Euler-Lagrange para os respectivos campos, voltamos ao
processo de obtencao do tensor de energia para a Lagrangiana em questao. Consideremos

uma variagao sob a Lagrangiana e suas dependéncias,

oL oL c oL
0L =20 5500
95°" " 8(0,9) 0(0,9) 200) + " 900,9)

das respectivas equagoes (5.9) e (5.10). Portanto, a variacao da Lagrangiana pode ser

5(9,®), (5.11)

escrita como,

oL oL oL oL
o = 8“(8@@))5“ 58,0)" ) <a<a @>>‘5¢+a<a 3)°(0):

oL oL oL oL
= (555 ) 99+ 5350009+ (55057 ) T+ gy 2u 00

Agora temos uma expressao que pode ser escrita como uma derivada total. Lem-

brando da regra do produto que afirma (fg)' = f'g + fg¢’. Usamos essa regra da seguinte

maneira, or

= 5.12
e7

g =0, (5.13)

a substituicao seré analoga para o caso do campo ®. Portanto,

o< = 2 (aga)  (a09")

oL oL
~= 0, ( (H¢)5¢+ (aucp)‘sq’)' (5.14)
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De uma maneira similar a equacao (5.4), a equac¢ao acima se torna,

oL oL
55:@( 535 76,87 cb) (5.15)

Equivalentemente, também podemos escrever a variacao da Lagrangiana como,

0L = 0,(L)a" = 680,(L)a”. (5.16)
Igualando esses dois resultados,

5L = 6"0,(L)a” = 0, ( (af 5500 (gﬁq))a @) (5.17)

Se movermos ambos os termos para um lado da equacao, encontramos,

oL oL

0L =20 < 0o+ ——==0,P — 6“(5)) = 0. (5.18)
AN 9(0,%)

Assim, para que a expressao seja anulada, é imprescindivel que a derivada seja

igual a zero. Em outras palavras,

8< oL oL

53,50+ 3.7 5#(5)) ~0. (5.19)

Tal é a importancia dessa expressao que demos a essa quantidade um nome exclusivo.

Foi identificado que corresponde ao tensor energia-momento, que é representado por,

oL oL

7= 50,07 " 50,9)

8,8 — §1(L). (5.20)

Prossigamos com a deducao do tensor energia-momento para a teoria, ou seja,

substituiremos os campos ¢ — A, e & — X, e assim, obtemos,

oL oL
We ——0,A, + ————0,X, — 6/ (L). 5.21
7= G0, g, e ) 20
E entao, considerando a Lagrangiana responséavel pela teoria dada pela equacao
(5.3), obtemos,

1 1
TH = —Fr"9,A, — X"0,X, —n | —~ (F,,F°" + X,,X°) + §m,2yXpo . (5.22)

4

Observe que esse tensor energia-momento é antissimétrico. Para simetrizé-la, utiliza-
se 0 método de Belinfante-Rosenfeld [Belinfante 1940, Rosenfeld 1940]. Em seguida, um
tensor energia-momento simétrico descrevendo o féton padrao e o foton escuro é obtido
como,

1 1
O = = (Fa I + X, X0) + 1 (FopF" + X, X7) — §n5m3Xpo' (5.23)
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O tensor de energia-momento desempenha um papel fundamental ao descrever a
distribuicao de energia, momento e pressao em um campo quantico no espago e no tempo.
Além disso, sua conservagao, resultante da simetria de translacao no espago-tempo pode
ser associada ao teorema de Noether. Essa caracteristica essencial destaca a importancia
crucial do tensor de energia-momento na compreensao das leis fisicas que regem nosso
universo e no estabelecimento de um equilibrio fundamental entre as intera¢oes elementares,
contribuindo para a previsao e explicacao de fendmenos complexos, como a dinamica de

particulas elementares fruto desse campo.

Os resultados apresentados, que incluem o tensor energia-momento com a contri-
buicao tanto do féton usual quanto do féton escuro, estabelecem a base para o céalculo de

quantidades fisicas, conforme descrito no capitulo subsequente.
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6 Dinamica dos campos térmicos

A primeira abordagem sistematica para lidar com uma teoria quéntica de campos
em temperatura finita foi introduzida por Takeo Matsubara em 1955 [Matsubara 1955].

Essa analise foi realizada por meio do formalismo de tempo imaginario.

Posteriormente, H. Ezawa, Y. Tomozawa e H. Umezawa |Ezawa, Tomozawa e
Umezawa 1957] generalizaram o formalismo de Matsubara para a teoria quantica de
campos relativistica. Onde também estabeleceram as condi¢oes de periodicidade para as
funcoes de Green de campos bosonicos e fermionicos, conhecidas como condicao KMS

(Kubo, Martin e Schwinger).

Mesmo o formalismo de tempo imaginario sendo adequado para descrever fendmenos
térmicos na teoria quantica de campos, ele apresenta limitacoes quando se lida com a
fisica da matéria condensada, onde a dependéncia temporal é crucial. Para superar
essas dificuldades, surgiram outras propostas, como a formulagao do caminho de tempo
fechado. Esse formalismo foi introduzido por J. Schwinger [Schwinger 1961], Mahanthapa
e Bakshi [Bakshi e Mahanthappa 1963] e Keldish [Keldysh et al. 1965], utilizando um

caminho fechado no plano complexo do tempo.

Um dos formalismos fundamentais para a analise de sistemas quéanticos em tem-
peratura finita foi proposto por pesquisadores chamados Yasushi Takahashi e Hiroomi
Umezawa no ano de 1975. Essa abordagem recebe o nome de Dindmica de Campos Tér-
micos (TFD, do inglés thermo field dynamics) |[Takahashi e Umezawa 1975]. O TFD é
capaz de incorporar todos os conceitos da teoria quantica de campos, enquanto leva em
consideracao explicitamente a influéncia da temperatura e preserva a informagao temporal
do sistema. Uma caracteristica central da TFD ¢ a duplicagao do espaco de Hilbert original,
permitindo assim que a temperatura seja incorporada por meio de uma transformacao de
Bogoliubov [Khanna 2009]. No decorrer deste capitulo, sera apresentada uma explicagao

detalhada dessa transformacao.

O estudo do formalismo TFD se faz necessario em nosso trabalho, pois este
formalismo sera a base para realizarmos a aplicagao sobre o tensor energia-momento e
assim obter as quantidades fisicas desejadas para os foétons escuros. Dito isso, vamos
introduzir o assunto, através de estudos do espago do formalismo e sua estruturacao

matematica.
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6.1 Espaco térmico de Hilbert e suas propriedades algébricas

Considerando um sistema em equilibrio térmico, a média de ensemble de um

operador A pode ser expressa da seguinte forma,
1
Z(B)

onde Z(f3) é a fungao de partigdo associada & temperatura inversa 3, H é o operador

(A) = Tr (e*BHA) : (6.1)
Hamiltoniano e Tr denota a operacao de trago.

Assumindo que H|n) = E,|n), onde (n|m) = d,,,, podemos reescrever a expressao

da média de ensemble (6.1) como,

%) S B (5] Aln). (6.2)

Estamos interessados em encontrar um estado |0(53)), de maneira que |Takahashi e

Umezawa 1975, Umezawa e Umezawa 1993, Umezawa, Matsumoto e Tachiki 1982],

{(4) = (0(B)lAlo(s Ze P (n|Aln)). (6.3)

Se consideremos [0(5)) = >, [n)(n]|0(B)), isso implica que (0(3)|A|0(5)) é igual a,

Z G (8)gm(B)(n] Alm), (6.4)

e a equagao (6.2) impoe a seguinte condigao nos coeficientes g,,(5) e g (5),

1

e P . .
N o

9n(B)gm(B) =

Mas, quando consideramos ntimeros classicos [Nakahara 2003], essa relagao nao
pode ser satisfeita, o que torna inviavel considerar |0(3)) como um elemento do espago de
Hilbert original. No entanto, a condicao mencionada anteriormente possui semelhancas
com uma condigao de ortogonalidade, sugerindo que ¢,,(3) deve pertencer a um espago
vetorial. Para contornar essa situagao, uma abordagem viavel é introduzir uma duplicacao
do espaco de Hilbert. Isso é realizado através de um produto tensorial de espagos, em que
um vetor da base é expresso como |n,m) = |n) ® |m). Dentro desse contexto especifico,

podemos escolher g,,(8) = fm(5)|m), permitindo-nos escrever,

an )In, ) (6.6)

onde |0(f)) representa um estado puro deﬁnldo no contexto deste espago de Hilbert

duplicado por,

0(8)) = S e 0, (6.7)

\/_
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Esse estado puro é analogo a um estado misto que descreve o equilibrio térmico
de um sistema. Podemos fornecer uma descricao abrangente das regras de TFD, que
desempenham um papel fundamental na transformacao de operadores nao-til a operadores
til.

Algumas propriedades relevantes dessas regras surgem ao introduzirmos uma

variavel especifica para essa finalidade, denotada por A,

A=A—A (6.8)

As relagoes de comutagao correspondentes sao as seguintes,

A

[ } . (6.11)

(45, Aj] = iCEA,, (6.9)
iCE Ay, (6.10)

:Bz
|

Vamos explorar as implicagoes desse resultado, que revela a emergéncia de novos
graus de liberdade por meio de uma combinagao direta entre os elementos relacionados aos
geradores de simetria e aos observaveis. Essa combinagao surge da separabilidade algébrica
dos mapeamentos em Hr, que descrevem essas entidades [Khanna 2009]. Como resultado,
observamos um aumento significativo no nimero de graus de liberdade disponiveis. Dessa
duplicacao, podemos introduzir um operador J que satisfaz a relagao JAJ = A. Por meio
desse operador, estabelecemos uma conexao essencial entre os elementos envolvidos na

duplicagio e o valor final de A,

(
cfl%—fl (
(a) = (a). <

4. (

Essas propriedades sao conhecidas como as regras de conjugacao til. Para melhor
compreensao, vamos utilizar exemplos que envolvam tanto operadores com til quanto
operadores sem til. Consideremos o espago de Hilbert H como um espago de Fock [Fock

1932], onde um vetor de base é denotado por,

m) = <= ()" 0) (6.16)

Destacamos que o estado de véacuo é representado por |0), e o operador de criacio a
segue a algebra [a, aq = 1, com as outras relagoes de comutagao sendo nulas. A abordagem

adotada, considera o espaco de Hilbert térmico como o produto direto Hy = H ® H. Vale
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ressaltar que o significado do espaco til, 7:[, ¢é determinado pelas regras de conjugagao til
em relagao ao espaco de representacao. A fim de obter um vetor de base arbitrario em
Hr, inicialmente se aplica a conjugacéo til em H, ou seja, temos JH = H. No caso de um

vetor |m) que pertence a H, temos,

1 1

Jim) = J— (a")" |0) = — (ah)™ J|0), 6.17
m) = 7 ()" 0) = —— ()" /10 (6.17)
onde os resultados J?> = 1 e Ja'J = af sdo usados. E necessario definir a seguinte
conjugacao J|0) = |0)~. Uma opgao simples é,

J|0) = |0). (6.18)

Entao temos, J|m) = |m) e a base vetorial em Hy é dada por,

1 (al
~ Vmlal

onde |m,7) = |m) ® |} e em particular |0,0) = |0) ® |0). Usando isso, nés obtemos,

)™ (@) |0,0), (6.19)

m, 1)

Jm,n) = |n,m). (6.20)

Considerando um operador A em H, assim, podemos construir um operador
correspondente sem til, digamos A, em H7 ao definir como ele age em um vetor |m,n)

como,

Alm,n) = (Alm)) & |n).

Da mesma forma, considerando A em H, temos A em Hrp, tal que,

Utilizando a relagao de completude 1 =% _|r, 5)(s, 7|, temos,

Alm, ity = > |r,8)(5, rAlt, @) (@, t]m, 7),

r,s,tau

= Gl Am. A 5,
= D Avwlrit) = (Ajm)) |72), (6.21)

onde A,,, = (r|A|m) Podemos obter o conjugado til de A ao tomar a conjugacao til da

equagao (6.21), resultando em,

Ajm, 7)™ = Aln,m) =3 A%, |n,7),



Capitulo 6. Dindmica dos campos térmicos 64

onde aplicamos (A,,,)" = A%, ja que A, é um numero classico, e |m,n)~ = |n,m).

Porém, temos,

Aln,m) = |r, 803, v Alt, @) (@, t]|n, i)

7,8,t,U
= > (GrAn, ), §) =) (5 Alw)n, 3).

Dado que A,,,, = (r|A|m), podemos obter o operador til de A ao tomar a conjugacao

til da equagao (6.21), o que resulta em,

Ao utilizarmos (A4,,,)” = A*rm, estamos considerando que A,,, é um nimero
classico. Além disso, usamos a propriedade de conjugacao til para trocar a ordem dos

operadores na expressao,

Aln,m) = |, 803, r|Alt, ) (@, t]|n, i)

7,8,t,U
= ) (Gl An ), 8 = (3| Alm)|n, 5).

Isso nos leva a seguinte relagao,
(3|Alm) = Az, = (A™), = (4") | (6.22)

onde (T) representa o transposto e () representa o hermitiano conjugado de A. Escrevemos
entao,

<§7 T|A|m7 ﬁ> = A§rmﬁ - Armsn,
temos,
Armsn = Arméns- (623)
Estabelecendo a definicao para o operador til,

<§7 T|A’m7 77L> = Agrmﬁ - Asnrma

que resulta em,

Asirm = 6 (AT) (6.24)

A partir das equagoes (6.23) e (6.24), podemos formular o seguinte,

A = A®1,
A = 19 A"
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E possivel obter um resultado 1til ao considerar o vetor para os operadores tanto

com til quanto sem til,

1) = "|m, ). (6.25)

Portanto, a partir da Equagao (6.21), podemos inferir que o operador sem til

apresenta o seguinte resultado,

e para o operador com til,

AL =" Alm,im) =) App|m, 7). (6.27)

Ao aplicar a conjugacao til na equagao, temos,

A = Ay = (r| AT Im) = (m]|Al|r).

Ao inserir o resultado na equagao (6.27), obtemos,

A1)y = (Alm)) ). (6.28)

m

Com base na igualdade A = BC, onde A = BC, temos que,

BC|1) = (BC)'|1) = C'B|1). (6.29)

Com o espago térmico e as propriedades algébricas bem definidas, vamos aplicar
esse ferramental ao oscilador térmico bosonico e também discutirmos a ideia de vacuo

térmico.

6.2 Oscilador térmico bosbénico e o vacuo térmico

A aplicacao da abordagem algébrica aos osciladores bosoénicos introduz elementos
adicionais ao formalismo, os quais desempenham um papel importante no estudo de
campos térmicos. Em particular, a termalizacao sera realizada utilizando a transformagao
de Bogoliubov [Valatin 1958, Bogoljubov, Tolmachov e Sirkov 1958] na notagao dupla. O

hamiltoniano que descreve um oscilador bosonico é [Sakurai e Commins 1995|,

H = wad'a,

Ao negligenciar a contribui¢cao proveniente do ponto zero, que corresponde &

energia nula presente no vacuo, podemos afirmar que os operadores de criagao e destruigao,
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representados por al e a, respectivamente, satisfazem a algebra relevante nesse contexto.

Essa algebra é definida pelas seguintes relagoes,

[a,al] = 1,
[a,a] = [af,al] =0.

Os autovalores e autoestados do hamiltoniano H sao especificados por,
Hin) = nwln),
onde o estado de vacuo |0) é definido por,

al0) = 0, (6.30)
(a")"0) = Vnln), (6.31)
aln)y = +/njn—1). (6.32)

Esses estados sao ortonormais, ou seja, (m|n) = d,,.,, e o operador ntimero N = a'a
satisfaz,
N|n) = n|n).

Os autovalores de N, que sao inteiros n = 0,1,2,..., determinam os niveis de
energia do oscilador, nw. Como a' e a descrevem bésons, o estado |n) representa um estado
com n boésons. Dito isso, vamos estudar o vacuo térmico ja introduzida a ideia de oscilador

harmoénico para o caso bosonico.

Para estudarmos o vacuo térmico, se faz necessarios introduzir operadores de
criacao e aniquilacdo til e, assim, dobrando os graus de liberdade, ou seja escrevemos &' e

a. Aplicando a regra de conjugacao til a algebra fornecida na Eq. (6.30), obtemos,

(aal —a'a)” = 1=1,
la,a’] = 1, 6.33)
[a,a) = [a',a'] =o. (6.34)

Considerando relagoes semelhantes as das eqs. (6.30)-(6.32), podemos definir o

gerador de translacio temporal H como [Khanna 2009,
H=H—-H =w(d'a—ata), (6.35)

e o estado térmico |0(5)) é,

0@) = —=—=3 e |n,7),

=Ly '1 (a')i(@")"[0,0). (6.36)
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Portanto, podemos concluir que,

OB0E) = 3 m, e ™5 n, 7,

1 —Bw(n+m)
= —E € 2 5nm5mn

n,m

Ao utilizar (0(8)|0(5)) = 1 e expandir a série geométrica i :z:) =), x", chegamos

a seguinte expressao,
1

Z(B) = 1_ o pu (6.37)

E relevante destacar que o til no estado |n,n) é utilizado apenas para indicar o
vetor em que o operador til atua, mas n e n representam o mesmo nimero na soma. Com

base na eq. (6.36), podemos escrever o seguinte,

1— e fw (@0, 0). (6.38)

Desse modo, podemos avancar com os calculos na mecéanica estatistica utilizando o
estado |0()) em lugar da matriz densidade canénica. Podemos a expressar a eq. (6.38) da

seguinte forma, |0(3)) = U(3)[0,0), onde U(3) ¢ um operador unitario.

A soma presente na eq.(6.38) pode ser expressa como uma funcdo exponencial.

Dessa forma, a equagao (6.38) pode ser reescrita da seguinte maneira,
0(8)) = V1 — e-Brexp(e 2" atah)|o, 0). (6.39)

Essa formulagao é apresentada como uma fungao exponencial e, como tal, pode ser

considerada um operador unitario, levando em consideracao a relacao,

6a(A+B) _ etanh(aB)eln cosh(aC) etanh(ch) (640)

onde C' = [A, B]. Inicialmente, definimos as seguintes quantidades,

cosh(8(8)) = ﬁzu(ﬁ) (6.41)
sinh(6(8)) = ). (6.42)

V1—ebw

Essa definicao é coerente, pois,

w2(8) — v*(8) = cosh(8(8)) — sin(6(8)) = 1. (6.43)
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Um resultado decorrente dessa definicao é,

Bw

tanh(0(B)) = e 2.

Utilizando as egs. (6.41) e (6.44), a eq.(6.39) pode ser reescrita como,

0(8)) = cosh™(0(B)) exp(tanh(6(5))a'a")|0,0),
= exp [tanh(0)a'a'] exp [~ In(cosh(0))(aa’ + a'a)]
x exp[tanh(6)(—aa)]|0, 0),

onde utilizamos a relagao de comutagdo [a,a’] =1 e,
exp(f(#)a'a)|0, 0) = exp(0)|0,0) = |0,0),

em que f(f) ¢ uma funcdo arbitraria de 6.

Considerando a eq. (6.40) com,

A = —aa, B=adldl,
C = [A B]=—aa' —ala,
a = 0=0(3),

pois,

Entdo, o operador unitario que transforma |0,0) em [0(3)) ¢,

U(B) = exp(=iG(8)).

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Por fim, o operador U(f3) é conhecido como a transformacao de Bogoliubov [Khanna

2009]. A partir disso, pretendemos abordar a inclusdo dos efeitos da temperatura em uma

teoria quantica de campo, juntamente com esse formalismo. Nossa anélise concentra-se

em um campo no espacgo Hr, em que os modos sao termalizados usando a transformacao

de Bogoliubov. Nosso objetivo principal é obter o propagador térmico para o campo

livre, estabelecendo um paralelo com as teorias a temperatura zero [Semenoff e Umezawa,

1983, Siqueira e Santana 2006].
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6.3 Campo térmico de Klein-Gordon

A equagao de Klein-Gordon desempenha um papel fundamental na descri¢ao
da evolucao temporal de campos quanticos. O estudo do campo de Klein-Gordon é de
extrema relevancia para o avanco da teoria quantica de campos e para a compreensao da
natureza quantica das particulas elementares. Ele fornece os fundamentos necessarios para
a formulagao de diversos modelos teodricos na fisica [Detweiler 1980, Chowdhury e Hashim

2009, Faccioli e Salasnich 2018|, permitindo uma analise aprofundada e abrangente.

Para representarmos esse campo no contexto térmico, a densidade Lagrangiana do

campo escalar de Klein-Gordon pode ser escrita como,

~

L=CL-L= %aaw% — %m2¢2 + Jo — %aaééaai) + %m%? — Jg. (6.50)

Para introduzir o formalismo Hamiltoniano, podemos definir o momento canénico

para o campo escalar de Klein-Gordon como [Khanna 2009],

OL(p,09) () OL($,00)

() = ———=, 7(zx) = ———=.

96 9
A definicao do Hamiltoniano é dada por,
i = / Az — / H (b, 7) — U, 7)] da, (6.51)
onde a densidade Hamiltoniana é expressa por,
1o 1 2, 1 909 Ly 1 oo 1 95 52

Introduz-se uma teoria quantica de campo que satisfaca as relacoes de comutagao

no mesmo tempo, da seguinte forma,

[6@t, z),7(t,y)] = id(z—y) (6.53)
[(t, ), 0(t,y)] = [n(t,z),7(t,y)] =0, (6.54)
[(5 t, ), 7(t,y } = —id(x —y), (6.55)

(6.56)

(t,x),7(ty)
[&(t,x),qs(t,y)} = [n(t,z),7(t,y)] = 0.

Os operadores ¢ e 7 sao definidos como operadores atuantes no espacgo de Hilbert
‘Hr. Para introduzir operadores térmicos, utilizamos a transformacao de Bogoliubov. Nesse
contexto, ha uma transformacao de Bogoliubov definida para cada modo, e existem infinitos

modos. Representando essa situagao, temos,

oaih) = [ e ks B al s )], (6.57)
gzg(zz:,ﬁ) = / (;lﬁljg 210% [d(k;ﬁ)eikm + ELT(k;B)e_ikm] , (6.58)
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onde os operadores de aniquilagdo e criagao térmicos sao a(k; 3), a(k; 8), a'(k; 8) e a' (k; 3).

E para os momentos conjugados 7(x; 3) e 7(x; ), temos o seguinte,

wwif) =8 = [ (g kg™ —al ki pe] . (6.59)

é(z; ) = / @k 1 [a(k; B)e™™ — af (k; B)e™<] | (6.60)

7(x; B) om) 2

utilizamos as regras de conjugacao til para expressar &(x, B) e w(x; 8) em termos de ¢(z; )

e 7(x; ), respectivamente.

A algebra descrita pelas equagdes (6.53)-(6.56) continua vélida para os operadores
o(x: 8), o(x; B), m(x; ) e 7(x; B). Portanto, as relacdes de comutacdo para os modos

térmicos sao dadas por,

la(k; B),a'(ko; B)] = (2m)*2kod(k — ko), (6.61)
[a(k; B),a (ko; B)] = (2m)2kod(k — ko), (6.62)

sendo todas as outras relacoes de comutacao nulas. A forma geral da transformagao de

Bogoliubov aplicada a todos os modos ¢é escrita como,

U(B) = exp <Z 0(8)a’ (k)" (k) — a(k)&(/f)]> o § ! (6.63)

k

sendo,
Uk, B) = exp{0i(B)[a’ (k)a' (k) — a(k)a(k)]}, (6.64)

ao tomar 0 como tal que cosh 0, = v(k, #) no limite continuo, entretanto, nesta abordagem,
a propriedade unitaria inerente a transformacao de Bogoliubov se perde, o que resulta em
vacuos teoricos nao equivalentes |[Friedrichs 1953, Wightman e Schweber 1955]. Apesar da
perda da unitariedade, a transformacao de Bogoliubov ainda preserva sua canonicidade,

garantindo assim a preservagao da estrutura algébrica da teoria. [Barnett e Knight 1985].

O vacuo térmico, |0(3)) = U(53)]0,0), serve como base para a construcio do espaco
de Hilbert. Onde,

10,0) = )10, 0,
k

e |0,0x) denota o estado de vacuo do modo k. O vécuo térmico é caracterizado de tal

maneira que,
a(k; 5)|0(8)) = a(k; 8)|0(5)) = 0,
e (0(B)|0(B)) = 1. Os vetores de base sao representados da seguinte maneira,

[al (ks B)]™ - [a" (ks B)]™ [a (ks B)]™ - . [ (kars )] 10(B)).

onde n; e m; sao nimeros naturais, e k; refere-se a um modo arbitrario.
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Existe uma relagao entre os operadores térmicos e nao térmicos, que pode ser

expressa comao,

a(k; B) = U(B)a(k)U™(8) = U(k, B)a(k)U"(k, B) = u(k, B)a(k) — v(k, B)a' (k), (6.65)

sendo, .
W= e T
onde, u?(k, 3) — v*(k,3) = 1. O inverso &,
a(k) = u(k, B)a(k; B) + v(k, B)a' (k; B). (6.66)

Os operadores restantes, a'(k), a(k) e a'(k), sao obtidos através da aplicagao das

regras de hermiticidade e conjugacao til.

A média térmica de um observéavel A é definida como (A) = (0(8)|A|0(5)). Agora

vamos calcular o propagador térmico utilizando o vacuo térmico,

Go(x =y, B) = —i(0(B)[To(x)o(y)]|0(5)), (6.67)

ou

iGo(z —y,8) = 0(a” — y")g(x — y, B) + 0(y° — 2°)g(y — =, B), (6.68)
onde 0(z) é a fungao degrau, tal que f(x) = 1 para x > 1, f(x) = 0 para z < 1, e
9(z —y; B) = (0(B)|o(x)(y)|0(8)). Explicitamente, temos,

gl —y,8) = I/d3

x/dpQ)

Ao separar os termos, g(z — v,

(k)efikx + aT (p)eikx]

[a(p) 7 al (p)e™]]0(5)).

B) pode ser expresso da seguinte forma,
dp Bk 1 1
g(x_yaﬁ) /( ) (2 )32wp2Wk
x{ O(B)lal (k)al (p)]o(B))e

+(0(8)]a(k)al (p)|0(B))e o)
+(0(8)]a’ (k)a(p)|0(5))e' ¢t
+0(B)]a(k)a(p)|0(5))e _’(’“*”y} (6.69)

Ao utilizar a equagao (6.65) e as expressoes de a', @ e a' em termos dos operadores
térmicos, podemos calcular cada um dos termos no integrando. O célculo do primeiro

termo resulta em,

0(B)|a" (k)a'(p)0(B)) = (0(B)|[u(k, B)a'(k; B) + v(k, B)a(k; ﬁ)]
x [u(p, B)a’ (p, B) + v(p, B)a(p; B)] 10(8)),
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resultando em,

(0(8)]a’ (k)a'(p)]0(8)) = 0.
A segunda parcela na equagao (6.65) é expressa como,

(0(8)|a’ (K)a'(p)|0(B)) = (0(B)|[u(k, B)a’ (k; B) + v(k, B)a(k; B)]

p, B)al (p; B) +v(p, B)a(p; £)]10(8))
ke, B)u( la(k; B)at (p; B)[0(8))
k, B)u(p, B a(k; B) + [a(k; ), a' (p; B)]|0(8))
k, B)ulp, B (k; B8) + (2m)*2kod (k — p)[0(5))
k, B)u(p, B)(2m)*2kod (k — p).

X [u

I
=

)
)|at(p; B
)|al(p; B

\./\_/

a

I
8

(
(
(
(
= u(

Onde utilizamos a equagao (6.61). O mesmo procedimento é aplicado aos outros
termos para obtermos,
(0(B)la’(k)a(p)l0(B)) = v(k, B)v(p, B)d(k —p),
(0(8)]a' (k)a! (p)]0(B)) = o.

Ao substituir esses resultados na equagao (6.69), chegamos a,

g(CC . y,ﬁ) _ /(;ZBT]{;P%% [U2(l€,ﬁ>€7ik(ziy) + U2(k,ﬁ)€ik(xiy)} ) (670)

Assim, a equagao (6.68) fica,

iGo(z =y, ) 29(960—90)/ (;i:; 21k [u(k, B)e™™ ==Y 4 o2(k, B)e@=v)]

+0(y° — :EO)/ é:; Qi)k [uQ(k;,ﬁ)e’ik(y*x) + UQ(k,ﬁ)e““(y’z)] )

= 1, temos o seguinte resultado,

)

Devido a relacao u?(k, 8) — v?(k
. d3k
iGofe =9.8) = 0an =) [ 5

Bk 1
+0(y0_I0>/ (271_)32_%

Bk 1 . )
— / - [9(1,0 . yO)e—zk‘(x—y) + e(yO . :L,O)e—zk(y—x)}

)
7o [6200,8) + 1 1 2k, )]

[(V* (K, B) + 1)e ™ =0 4 02 (k, B)e* =]

(27)? 20r
B o2 (k, B) . |
B S R 0 _ 0\, —ik(z—y) 0 0 .0\, —tk(y—zx)
[ G e 0l = e oy = at)e )
B o2 (k, ) | |
) 0 0 .0\ ik(z—y) 0 0 __ ,.0\ ik(y—zx) ]
o [ ) e = ) 0y — )

Usando a representacao de Fourier de 6(z), obtemos,

4
Gotar=9.8) = [ Toze™ Gk ) (6:71)
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sendo, Go(k, ) = Go(k) + v (k, B)[Go(k) — G§(k)].

Uma vez que,

N 1 1 Coix2 2
Go(k) — Gy(k) = T e + e ——— 2mid (k" — m*®), (6.72)
podemos deduzir,
Go(k, B) = Go(k) + 2min(k, B)6(k* — m?), (6.73)

onde n(k, 3) = v2(k, 3) representa a fungio de distribuicao de bosons para o modo k.
Ao utilizarmos a defini¢ao do propagador TFD, eq. (6.67), no formalismo de Heisenberg,

temos,
GO(x - Y, B) =

mf
d

16 (. 16w, ]0(8))
~SH T >¢<y,t>]}

= —Tr

NIH Nl’-‘

S Tl(a)oty - i)

—i{ho(B)|T¢(2)d(y — 1810)]|0(8))
= Go(z — y — iPBno, B), (6.74)

~

onde n’ = nfy = (1,0,0,0). Isso implica que o propagador ¢ uma fungao periodica com

periodo 8 ao longo do eixo do tempo imaginario, com frequéncias,
(6.75)

que sao chamadas de frequéncias de Matsubara. Portanto, também podemos escrever

G()(I - Y, 6) como,

-y)

Go(z —y,p) = Z/ 27‘(‘3]{72 m2+ze (6.76)

onde k, = (k?, lg) O propagador Go(x —y, ) mencionado na Eq.(6.76) é um dos principais
resultados do método primeiro proposto por Matsubara, que utiliza a rotacao de Wick
do tempo real para o tempo imaginario. Esse método é conhecido como formalismo do
tempo imaginario [Matsubara 1955|. Agora vamos estabelecer uma conexao entre todo
ferramental apresentado e a topologia. Essa conexao nos permitira recuperar quantidades

fisicas inéditas e explorar novos aspectos da teoria TFD.

6.4 Compactificacio e topologia

Iremos discutir os efeitos de compactificacao na teoria TFD. Vamos considerar
compactificacoes de uma dimensao espacial, da dimensao temporal, e de ambas as dimensoes

e a compactificacao para D-dimensoes. Este estudo é realizado partindo da funcao de
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Green, que descreve a propagacao de um campo quantico em um espago-tempo curvo e
com topologias nao triviais. Através da introducao de uma transformacao de Bogoliubov,
é possivel levar em conta a compactificagao espacial e os efeitos térmicos nesses diferentes
cenarios. As modificacoes na topologia do espaco-tempo afetam as condi¢oes de contorno
dos campos e, consequentemente, as propriedades fisicas do sistema, como as flutuagoes
de energia do vacuo e a dependéncia da temperatura critica em transicoes de fase. Essa
analise tem aplicagoes importantes em diversas areas da fisica, incluindo a compreensao do
efeito Casimir e a Lei de Stefan Boltzmann [Malbouisson e Malbouisson 2002, Malbouisson,
Malbouisson e Santana 2002, Queiroz et al. 2005, Santana et al. 2006]. Dito isso, vamos
considerar o espaco de Minkowski em D dimensoes, porém com uma estrutura topologica
exclusiva I'4, onde d representa o ntimero de dimensdes compactificadas. No inicio, ao
examinarmos o campo escalar, a fungao de Green satisfaz a equacao de Klein-Gordon

D-dimensional,
(O+m?)G(x, B) = 8(x), (6.77)

a estrutura topologica I'%, nao causa alteracoes nas caracteristicas locais do sistema. Isso
implica que, em nivel local, o espaco de Minkowski, assim como a equacao diferencial
que descreve a evolugao do sistema, permanecem inalterados. No entanto, a topologia
impoe modificagoes nas condig¢oes de limite a serem satisfeitas pelo campo e pela funcao
de Green correspondente. Vamos realizar a compactificacao para uma dimensao espacial,
iniciamos estabelecendo que d = 1 e D = 4, onde S! representa uma curva de comprimento
L1, simbolizando a compactificacdo em uma dimensao espacial, digamos z!'. Para essa

estrutura topologica '}, a fungao de Green satisfaz a condi¢ao de contorno periddica,

G(2° 2", 2% 2°) = G2, 2t + Ly, 2%, 2°) = G(z + Liny). (6.78)

Aqui, n; = (n¥) = (0,1,0,0) é um vetor tipo-espaco. E importante observar que,
devido & topologia, #! = 0 é identificado com z! = L;, o que implica em 0 < 2! < Ly,
enquanto as outras coordenadas espaciais variam no intervalo (—oo, +00). Uma solugao
para a equagao (6.77), levando em consideragao a condigao (6.78), pode ser obtida através

da analise da expansao de Fourier da funcao Green, resultando em,

1 = 1 A

Gz —vy, L) = — —— [ dpodpsdps e PTG (pn; L 6.79
(v =yiLa) = L nz_:oo (%)3/ Podp2dp; € (pn; L), (6.79)

sendo,

2mn
Pn = <p07p1n7p27p3)7 Pin = L_la (680)
e?
1

Também podemos escrever a transformacao inversa como,

Ly
G(pn; L1) = / dz; / drodrodrs e VG (x — y; Ly). (6.82)
0
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Essa solugao é proveitosa na abordagem de teorias perturbativas, conforme de-
monstrado por Birrel e Ford [Birrell e Ford 1980]. No entanto, seria interessante distinguir
a contribuicao divergente do espago-tempo plano dos termos que descrevem o efeito to-
polégico na expressao de G(x — y; Ly). Nesse contexto, é possivel investigar e tratar as
contribuicoes divergentes provenientes do espaco-tempo livre e analisar os limites. Aqui,
realizamos essa distin¢ao seguindo uma adaptacao dos calculos de Dolan e Jackiw para
separar o efeito da temperatura na fungao Green do campo escalar [Dolan e Jackiw 1974].
O método utilizado é baseado na obtengao da transformada de Fourier de G(x — y; L1).

Escrevemos G(z — y; L1) como,
Gz —y; L) =0(z —y" )G (z —y; L) + 0(y" —2)G=(z —y; L), (6.83)

onde 6(a) representa a funcao degrau, caracterizada por 6(a) =1 quando a > 0 e #(a) =0

quando a < 0. Com base na eq. (6.78), podemos deduzir que,

z1=0 r1=L1
Utilizando esse formato, a Equagao (6.82) é reescrita como,
L '
G(pn; L) = / dz, /dxodeda:g PG (x5 Ly). (6.85)
0

A transformada de Fourier de G(x — y; Ly), denotada por G(p; L), é dada por,
ol _ AL, =(2),
G(p; L) =G (p; 1) + G (p; L), (6.86)

onde G (p; Ly) e G®(p; L,) representam as contribuicdes correspondentes aos termos

G~ (x; Ly) e G=(x; L1) na transformada de Fourier, respectivamente,

GY(p; L) = /d4x e (x1)G” (x5 Ly), (6.87)
GA(p; L)) = /d4x P 9(—x,)G=(z; L), (6.88)
entao,
>0 _ d4p —ip:l:_> .

G (l’, Ll) - —46 G (pa L1)7 (689)

(2m)

e aplicando a forma integral da fungao degrau,

e thm N iptal g

para equagao (6.87), temos,

—>
=) - [ dk' G~ (po, k1, p2, p3; L)
G i L) = — 6.91

(p; L1) Z/ 27 k' —pl+ie 7 (6.91)
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com,
d4p <
G<(x; L) = PG (p; L
(37, 1) / (271')46 (pa 1)7
de maneira analogo para a equagao(6.88), obtemos,
=<
—=(2) [ dk' G (po, k1, p2, p3; Ln)
G i Ly) = — — . 6.92
<p7 1) Z/‘ o kl—pl—’iE ( )
Ao substituir as equagoes (6.91) e (6.92) na equagao (6.86), obtemos o seguinte
resultado,

a>(po, k1, p2, ps; Ll) _ a<(Po, k1,2, ps; Ll) (6 93)
k' — p' +ie k' — pl — e ' '

— dk!
G(p; L) :i/g

A condicao de periodicidade expressa no espaco dos momentos, a partir da equacao

(6.84), pode ser formulada da seguinte maneira,
G<(2%, 2, 2% 23 LY = G7 (2%, 2 + Ly, 22, 23, Ly) = MG (20, 2, 22, 23, Ly).  (6.94)
Considerando a transformada de Fourier de G<(z, L),
G (p; L) = /d4peimG<($;L1) = /d4peipxeL161G>(9c;L1). (6.95)

Ao utilizar a equacao (6.89) na expressao acima, encontramos o seguinte resultado,

G (p L) = MG (p; ). (6.96)
Definindo,
1
Jr.(p) = il — 1’
escrevemeos,
G (L) = fu(p)Ap;Ly) (6.97)
G (L) = [fr.(m) + UA@p; L), (6.98)

e, em seguida, utilizando a equacgao (6.96), temos o seguinte,

A(p; L) = @<(p; Ly) - @>(p; Ly).

Com esses resultados, podemos expressar a equagao (6.93) da seguinte forma,

G(p’ Ll) = 1 g{flzl(k )A(pOaklaPQap?)le)m
1
_ 1 114 N P .
[le (k ) + ] (p07k17p27p37 1)]€1 —pl — ZE} (6 99)
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Nao possuimos uma expressao explicita para A(p; L1). Para determinar essa fungao,
utilizamos o conhecimento de G(p,; L1), conforme a equagao (6.81). Ao combinar as

informagoes das equagoes (6.85) e (6.89), obtemos o seguinte resultado,

. = 1 07.273.3 pnx d4k —ikx Y (1.
G(pn; L) = i dz* [ dx’dx*dx’e WB G~ (k; L1).

entao utilizando a Eq.(6.97),

L 1 ( 1 k.l) 1 1
drx e "W TRE = 7,
/o fr () (py, — k)

portanto,
dk' A(po, k1, p2, p3; L1)

L) =i o
Glp,iln) =i [ Gt i),

onde A(p) representa a fungao espectral associada ao momento p;.

Consideramos a continuagio analitica de G(p,; L1) para permitir que p. se torne
uma variavel continua, denotada por p!. A tinica continuacao analitica possivel de G(py; L),
sem singularidade essencial quando p — oo, é a fungao,

. dkl A<p07k17p27p3)
go(p)—l/g Pk )

onde, por definigao,
-1
Go(p) = 53— (6.100)

p2_m2

Utilizando esse resultado, calculamos A(p) para demonstrar que,
G(pie) = Golpo,p" +ig,p*,p*) — Golpo, p' —ic, p*,p°)
dk! 1 1
= i [ —A(po, k —
/ o (po, k1, pa; p3) (p1 “ktie pl—ki— ie)

[ dE! |
= z/gfl(po,/ﬁ,1)27173)(—2771)5(]91_kl)7

5(x):1imi( L 1 )

e=02m \x —1ie x+1¢e

onde usamos,

O resultado obtido é o seguinte,

A(p) = —2mid(p* — m?). (6.101)
Aplicando a Equagao (6.101) juntamente com a identidade,

5@ — o) = %y,w(x L)+ 6 —y),

temos o seguinte resultado para eq. (6.99),

G(p; L1) = Go(p) + v (p's L1)[Go(p) — G3(p)],
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onde,

—1
Golp) = ————
o(p) p? —m? +ie

oo
2 /.1, _ 1\ _ —ilLyp!
V(P L) = fr.(P) =) e :
1=1
O subscrito B em v(p', 3) é adicionado para enfatizar a caracteristica bosonica
do campo. Como conclusao, chegamos a,

Glo ity = | (;if; e {Go(p) + 020, L) [Golp) — Gaw)l} . (6.102)

onde,
Go(p) — Gi(p) = 2mid(p* — m®) = —A(p).

Uma descoberta de grande importancia nessa representagao é que o conteudo do
espago plano é expresso em um termo separado que envolve apenas Go(p), ao passo que o
efeito topologico se manifesta no termo que contém v%(p', Ly), descrevendo o efeito da
compactificacao. Essa caracteristica desempenhard um papel fundamental no calculo do

efeito Casimir.

Agora vamos realizar a compactificagao na dimensao temporal. Vamos utilizar a

condigao de KMS [Kubo 1957] para os operadores bosonicos,
(Au(t)Br(to))s = (Bu(to)An(t +iB))s.

Uma implicacao imediata da condicao KMS ¢é que a fungao de Green também é
periodica, isto é,

Gz —y; B) = Gz —y — iBng; 8), (6.103)
considere ny como um vetor tipo-tempo definido por nff = (1,0,0,0). Mediante uma
rotagdo de Wick, em que ¢ — i7, a condigao KMS assegura que G(z — y, 8) seja uma,
solucao da equagao de Klein-Gordon com [0 = — (92 4+ V) sob a condicao de contorno

periodico, com periodo f.
Como consequéncia da periodicidade, a representacdo de Fourier para G(z, ),

—ipn(z—y)

Gla—y:p) = 3 Z/ e +m2+% (6.104)

com p, = (p°,p*, p%,p?), e 0 = 2”” sendo a frequéncia de Matsubara. Portanto, a repre-
sentacao integral de Fourier de G (33 —y; B) é calculada seguindo os mesmos procedimentos
da compactificacao de uma dimensao espacial, fazendo uso da funcao espectral de energia

dada por [Dolan e Jackiw 1974, Kadanoff e Baym 1962|,

A(p) = Go(po + i€, p) — Go(po — i€, p).
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O resultado definitivo é,

d*p

T —u B) = e~PE Gy (p; B), .
Gla—y:8) = [ e " Golpi ) (6.10)
sendo,
Go(p; B) = Go(p) + vi(po; 5)[Go(p) — G5(p)]
— Golp) + 2riv(po; )32 — 1), (6.106)
B 8) =Y e = L —n(g), (6.107)

A equagao (6.107) revela uma fungao intrigante, v4(p°; 3), que descreve o efeito de

compactificacao induzido pela temperatura. Essa fungao é determinada por meio da soma
das frequéncias de Matsubara, e sua relacao com a temperatura é capturada pelo parametro
B. O estudo dessa expressao proporciona uma base teérica soélida para investigar a teoria
quantica de campos em temperaturas finitas, permitindo uma compreensao aprofundada de

fenémenos fisicos relacionados a temperatura, como a renomada Lei de Stefan-Boltzmann.

Apos terem sido realizados os procedimentos de compactificacao tanto na dimensao
espacial quanto na temporal, chegamos ao ponto de introduzir a compactificagao simultanea
em ambas as dimensoes. Agora, consideramos a topologia intrigante '} = S* x S! x R?,
na qual um campo de béson é compactificado simultaneamente em duas dimensoes, ao
longo das diregoes xg e x1. Essa configuragao implica em impor condi¢oes de contorno
periodicas a funcao de Green nessas duas diregoes. A compactificacao ocorre em uma
circunferéncia de comprimento L; no eixo x; e em uma circunferéncia de comprimento 3
no eixo euclidiano xy. Nesse cenério particular, a funcao de Green é expandida em uma

série de Fourier,

Glz—y; 8, L) = Lil ZZOO % nzoo ﬁ / dpadps exp(—ip,l(x—y))G(pal; B, L1), (6.108)

sendo,
Pnl = (pgapll7p27p3>’
com,
2t 4 2wl
pn - 6 ) pl - LIJ
€,
-1
Glp: B L) = ———. 6.109
(p l B 1) pnl2 —m2 ( )

No processo de encontrar a representagao de Fourier para G(x—vy; 8; L), comegamos

tratando a soma em relacao a [. A partir disso, reescrevemos a Equagao (6.108) da seguinte
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maneira,
1 o0
Gle—y:B. L) = 5 > Gule—yi L), (6.110)

onde,
1 1

Gulr —y; L) = (27)2[1—1

> / dpsdpse™ "V G (py; Ly).
l=—00
Portanto, procedendo de maneira anéaloga ao caso de G(x — y; L1),

1 . _
Gn(x —y; L) = W/dp1dp2dp3€_lp"(m_y)G(pm Ly),

onde,
2

B<p17 Ll)

G(pn, L1) = Golpn) + [Go(pn) = Go(pa)]-

Aplicando esse resultado na equagao (6.110) e seguindo os mesmos passos do caso

de confinamento temporal, obtemos,

d4p —ip(z—yY) ) (- 2 . (- (0
i G L) + b s G 1) - i L]

que pode ser escrito como,

Gz —y; 8, L) =/

d*p

(2n)"

Gz —vy;8,L1) = / e~ Pl@y) {GO(P) +v3(po; B)[G(p; Lr) — G*(p; Ll)]} )

sendo,
v (Ko, k15 B8, Ln) = vi(po; B) + vB(p1; L) + 205 (po; B)vg(p1; Ln), (6.111)

é importante notar que,

va(ko; B) = Llliinoov%(ko,kl;ﬂ,[q), (6.112)
’U%(k’l,Ll) = Bli_{glo’t)%(k’o,k’l;ﬁ,lzl), (6113)

dessa forma, observamos a existéncia de efeitos de compactificacao tanto térmicos quanto
relacionados ao tamanho. Essa compactificagao nos permitira obter resultados que levam
em consideragao simultaneamente aspectos espaciais e de temperatura do sistema. Agora,
aplicaremos todo esse conjunto de técnicas de compactificacao a teoria do féton escuro,

previamente introduzida no capitulo anterior.
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7 Lei de Stefan Boltzmann e Efeito Casimir

para fétons escuros

A existéncia de um foéton escuro massivo, associado a um novo grupo de calibre, é
considerada. O féton escuro pode ser misturado cineticamente com o féton. Para estudar
algumas aplicacoes, ¢é utilizado o formalismo da dindmica do campo térmico. Explorando
a estrutura topologica dessa abordagem, é calculada a influéncia dos fétons escuros na lei

de Stefan-Boltzmann e no efeito Casimir em temperatura zero e finita.

7.1 Formalismo com a presenca dos fétons escuros

De acordo com o desenvolvimento apresentado no capitulo 5, a expressao do tensor
de energia-momento, levando em consideragao a contribuicao dos fétons escuros, pode ser

expressa como a eq. (5.23), isto é,

1 1
Q1 = —pP (Fy, F? + X,,X7) + 1 (Fop P70 4+ X, X7°) — éngmixpxp. (7.1)

Por conveniéncia, este tensor é expresso da seguinte forma,

O () = P () () — X* (@)X (0) + 71 [Fopla) F() + Xopa) X7¥ )]
S X (1) X, (). (72)

Para fazer algumas aplicagoes com este tensor energia-momento simétrico deve-se
calcular o valor esperado de vacuo dessa quantidade. No entanto, este calculo nao é
vidvel devido & presenca de um produto de operadores de campo no mesmo ponto do
espago-tempo. Para evitar esse problema, o tensor energia-momento é escrito em diferentes
pontos no espaco-tempo. Entao,

M (x) = J}}inm T{—F‘“’(x)F’\V(x') — XM (2) XA, (2)

1 Fnp () P2 0) + Xap(0) X)) = S0P X, () Xo ) }(T.3)

onde 7 é o operador de ordenamento temporal. Ao aplicarmos esse operador a cada termo

do tensor de energia-momento, podemos reescrevé-lo por meio da seguinte relacao,

T |0FA(2)OVA())| = 0R9 T [A(x)A(x)] + infnkd(x — )0 (xg — ), (7.4)
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onde assumimos que ambos os campos, ou seja, A* e X*, satisfazem a regra de quantizacgao

candnica dada pela Eq. (3.54). O tensor energia-momento se torna,

6" (z) = — lim { (A7 (2, a) (7[Aq () Ap(a)] + 7[Xo (2) X, (2)])]

' —x

. 1 / 1 o /
4i(ntng — 713 = a') = Sn T mIT (X (@)X, ()]}, (75)

onde njy = (1,0,0,0) é um vetor tipo-tempo e,

A,u)\,op — Ful/)\y,ffp _ ;J:TZH)\FVP:VP’W’, (76)
com,
F/W’/\G’Up(]}, l’/> — (nyoau . nuaau)(nepa’)\ . 77)\,08/6)_ (77)

Para investigar algumas aplica¢oes utilizando o formalismo TFD, é importante

calcular o valor médio do vacuo de ©**(z), o qual é expresso como,

(©"(2)) = (0]©"*(x)[0)
= — lim  [A" (2, 27) (0] 7[Ag () Ap()]]0) + (O)7[X o (2) X, (2)]]0))]

o' —x

(ol — )5 — 1) — ST Ol X () X, @]} (78)

Ao utilizar a definigao convencional do propagador do féton,
(0|7[Ag(2)A,(2')]|0) = ine,Golx — '), (7.9)

onde,
1 1

T Ar%i (z — 2)2 — i€’
é o propagador do campo escalar sem massa e o propagador do foton escuro [Brito, Malta

e Ospedal 2017, Kroff e Malta 2020, Greiner, Reinhardt et al. 1996] dado por,

Go(x — 2')

(7.10)

07X, (2) X, (2)]|0) = —i (nap + %803,)) Alx —2), (7.11)

com,

A(x_x,):< im, Ki(m, —<x—x’>2>>, (712

o 471'2 —(.T _ $/)2
onde K sao fungoes de Bessel do tipo 1.

Entao a eq. (7.8) torna-se,

(@) = —ilim {F“’\Go(x ~ ) SR — o)

/' —x

1 1
+4(nhny — 177“)‘)(5@3‘ —a')+ 577M77p0m3MopA(33 — x')}, (7.13)

onde X = —AMPM com My, = (00, + mf&,ap).
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Agora vamos aplicar a notagao duplicada, o formalismo TFD, ao tensor de energia-
momento, ou mais especificamente ao seu valor esperado no vacuo, que descreve a eletro-
magnetismo de Maxwell com corregoes devido aos fotons escuros. Entao, a Eq. (7.13) que

depende do parametro « se torna,

(@“*(ab)(x;a)) _ _Z-xl/iinm{FMGéab)(x _2ha) + Euz\A(ab)(x _2'a)
1
+4(nhny — 177“)‘)5(% — z/)§(a)
1
50T M, A (@ — o a)}. (7.14)
Agora um procedimento de renormalizacao é fundamental, pois permite obter uma

expressao finita que descreve quantidades fisicas mensuraveis. Para obter uma expressao

finita, o procedimento utilizado aqui consiste em,
T (2;.0) = (09 (2 ) — (O (2)) (7.15)
o que leva a

THM) (27 o)) = —i lim {F’Maéab)(x —2'sa) + AR ) (x — 25 )

x'—x
1 - —(ab)
oM, 8 @ i)}, (T16)
onde
Gy (w—a0) = G -1 0) -G (w—a), (7.17)
Z(ab) (¢ —;0) = Alab) (z— 2 0) — Alad) (x — ). (7.18)

Na proxima segao, a estrutura topologica do formalismo TFD e a Eq. (7.16) sao
utilizadas, considerando os efeitos de compactificacao, para obter resultados relaciona-
dos a Lei de Stefan-Boltzmann e ao Efeito Casimir tanto sem temperatura quanto em

temperaturas finita, levando em conta a presenca de fétons escuros.

7.2 Aplicactes

Nesta secao algumas aplicagoes sao calculadas e a contribuicao de fétons escuros
ou matéria escura é discutida. A partir da estrutura topolégica do formalismo TFD, sao
considerados trés casos diferentes que implicam trés topologias diferentes. O primeiro caso
¢ a topologia I'} = S! xR3, onde o = (3,0, 0, 0). Essa topologia traz efeitos de temperatura
para o sistema. A segunda topologia ¢ ' com a = (0,0,0,72d). Isso leva a efeitos de
tamanho. E o dltimo caso consiste na topologia I' = S* x S! x R? com a = (3,0, 0,i2d).

Nesta situagao, os efeitos de temperatura e tamanho sao investigados juntos.
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7.2.1 Efeitos de temperatura com contribuicdo da matéria escura

Para obter os efeitos da temperatura e as contribuigoes devidas aos fétons escuros,
vamos considerar a = (3,0, 0,0, ). Neste caso, o eixo do tempo ¢ compactado em S', com
circunferéncia 3. Para esta topologia, a transformagao de Bogoliubov generalizada é dada

como
00

w?(B) = Z e Pkl (7.19)

lo=1

Usando esta transformacao, as fungoes de Green tornam-se,

Go(x —258) = 2 Z Go(x — 2" —iBlgnog), (7.20)

lo=1

Alx—258) = 2 i A(x — 2’ —iflyng), (7.21)

lo=1

onde Go(x —2'; 8) = aéll)(:c —2';8) e ng = (1,0,0,0) é um vetor de tempo unitario. Com

esses ingredientes, o tensor energia-momento dado na Eq. (7.16) é escrito como

T (2;8) = =2 xl/linx Z{F’”‘Go(:p — 2’ —iBlong) + M A(x — 2’ —iBlong)
lo=1
1 :
+§n“’\77"”m3MUpA(:v . — zﬁlono)}. (7.22)

Tomando = A = 0 e realizando as derivadas, a densidade de energia ¢ dada como,

™

R N, 2 (34 13m253?)
Too(ll)(ﬁ) — T + Z l?ﬂr—;ﬁa <3m7Ko (lom'yﬁ) + 0"y
lo=1

lofp

iy K, (lomvﬁ)> - (7.23)

O primeiro termo refere-se a lei padrao de Stefan-Boltzmann, enquanto o segundo
termo refere-se ao termo de matéria escura encontrado considerando a presenca de fotons
escuros em nosso universo. Os fotons escuros tém uma dependéncia diferente da tem-
peratura. Considerando que a massa do féton escuro é pequena |[Fabbrichesi, Gabrielli
e Lanfranchi 2021, Caputo et al. 2021, Reece 2019], a Eq. (7.23) pode ser expandido e

torna-se,

00(11) Ty m,zy 2
Y (T)_1—5T +ET . (7.24)

Portanto, o fé6ton escuro nao satisfaz a mesma lei de Stefan-Boltzmann que o féton
padrao cuja densidade de energia aumenta com T e a parcela devida ao foton escuro tem
dependéncia de T?. Isso mostra que, mesmo em altas temperaturas, a contribuicao dos
fotons escuros para a densidade de energia é muito pequena e os efeitos associados ao

foton usual sdo claramente dominantes.
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7.2.2 Efeitos de tamanho a temperatura zero com contribuicido de matéria

€scura

Na estrutura topolégica do formalismo TFD, para obter os efeitos de tamanho,
também conhecidos como efeito Casimir & temperatura zero, o parametro de compactifica-
¢ao é considerado como a = (0,0, 0,472d). Com esta escolha, a transformagao de Bogoliubov
é dada como,

o
; 3
w(d) =Y e s, (7.25)
l3=1
e as funcgoes de Green sao escritas como,

Golz —a'sd) = 2 Gola — 2’ — 2dlsng), (7.26)
I3=1

Az —2'5d) = 2 Z Az — 2" — 2dl3ns), (7.27)
l3=1

com n3 = (0,0,0,1). Entao o tensor energia-momento torna-se,

THA@) (1 d) = —2i lim Z{F“’\Go(x — 2’ — 2dl3ns) + S A(z — 2 — 2dl3ns)
' =z
l3=1
1
5T mE M, A — o — 2d13n3)}. (7.28)
Para = A =0, a energia de Casimir a temperatura zero é,

2 oo

00(11) _ T My [

T ==t Zl 4d2l§7r2{ o Ko(2dlym, )

5=

—1 4 2d%12m?2) K, (2dlsm

+( 3 ’Y) 1( 3 ’7)} (729)
dls
E tomando ;= A\ = 3, a pressao de Casimir na temperatura zero é encontrada como,

2 o0

33(11) _ T My [

THO() = lzl ; d21§772{ 3m., Ko(2dlsm.)
o=
3+ 5d%12m?) K, (2dlsm

3

Em ambos os resultados, o primeiro termo representa o resultado padrao para
energia de Casimir (7.29) e a pressao de Casimir (7.30), respectivamente. Enquanto o
segundo termo é a contribuigao devida aos fétons escuros. A forca de Casimir associada
ao campo eletromagnético, fétons padrao, é atrativa. Para investigar se o efeito associado
a matéria escura é atrativo ou repulsivo, vamos supor que a massa do féton escuro seja

muito pequena. Entao, a energia e a pressao de Casimir tornam-se,

00(11) i m%
T (d) ~50dh + 6 (7.31)

2 2

33(11 . g my
TP() = ©240d* 2442’ (7.32)
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onde os termos com m,, representam a contribuicao do féton escuro.

Portanto, a forca Casimir associada aos fétons escuros é atrativa, o que implica
que ela se comporta como o féton padrao. No entanto, a presenca de fé6tons escuros nao

pode afetar significativamente a forca Casimir.

7.2.3 Efeitos de tamanho e temperatura com contribuicdo de matéria escura

Aqui vamos considerar os efeitos de tamanho e temperatura ao mesmo tempo. Para
isso o parametro de compactificacao deve ser escolhido como a = (3,0, 0,i2d). Neste caso
a compactificagao dupla consiste em um ser o tempo e o outro ao longo da coordenada z.
Isso leva ao efeito Casimir em temperatura finita. Para este pardmetro «, a transformagao

Bogoliubov generalizada ¢ dada como,

(e.) o o
'lUQ(ﬁ, d) — Z e—ﬁk:ol() + Z 6—i2dk:313 + 9 Z e—ﬁk‘olo—iQdk?’l:;‘ (733)
lo=1 I3=1 lo,lz=1

Observe que o primeiro termo esté associado a lei de Stefan-Boltzmann, enquanto
o segundo termo esté associado ao efeito Casimir & temperatura zero. Aqui vamos nos
concentrar no terceiro termo, pois corresponde a uma mistura de ambos os efeitos, tamanho

e temperatura. As fungoes de Green relacionadas ao terceiro termo sao,

Golw—a';8,d) = 4> Gola—a' —iBlong — 2dlsns), (7.34)
lo,l3=1

Az —2;6,d) = 4 Z A (x — 2’ —iBlong — 2di3n3) . (7.35)
lo,l3=1

Com essas quantidades, a expressao para o tensor energia-momento &,

[e.9]

T‘“)‘(ab)(l’; d) = —4ilim E {FW‘GO(ZE — 2" —iBlong — 2dl3ngz)
/=
lo,l3=1

+E#)\A<IE — Z’/ — iﬂlono — 2dl3n3)
1
0 mE My Ale — o' — iflong - 2dl3n3)}. (7.36)

Apos alguns calculos, esta equacao leva a energia de Casimir em temperatura finita,

2| 8(—4d?1Z + 3125?%)
E(B,d) =
o - > (S

2m 272 202
B adE 1 B (oA + BB (A + 85 Ko (mo /4213 + 1362

+(2(—4d?15 + 8d'13m?2) + 313 (1 + 2d*13m2) B2 + lgm?2 8*)

I, <mM [ad22 + zg@) ) } (7.37)
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onde E(3,d) = TPV (3;d), e para a pressdo de Casimir em temperatura finita,

| 8(B%12 — 124%12)
P(B,d) =

Ty 212 | 1292
AP + BF (2m(—124%5 + B5%)\J4d?03 + 362

x Ko(m.\/Ad22 + 1262)

—(80d*I3m? — 4I5 5% + 3lgm? B* + 16d%15(3 + 215m2 %))
x Iy (o JAd2E2 + zgga) } (7.38)

com P(8,d) = T30D(3:d). O primeiro termo corresponde ao efeito Casimir em tempera-

tura finita para o fo6ton usual. Os outros termos sao contribuicoes devidas a um f6ton escuro
massivo. A influéncia dos fé6tons escuros nao altera a natureza do efeito Casimir, mesmo
em altas temperaturas. Portanto nao gerando grande impacto na medida do efeito Casimir
tanto a temperatura zero ou finita, diferentemente do caso da Lei de Stefan Boltzmann que
a baixa temperatura, o termo de matéria escura é dominante. Ha perspectivas envolvendo
efeitos de espalhamentos considerando o féton escuro por meio também do formalismo
TED.
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8 Conclusio

Uma extensao do modelo padrao que consiste em um novo grupo de gauge descrito
por SU(3) x SU(2) x U(1) x U(1)x é considerada. O mediador dessa nova forca é o
foton escuro que pode se misturar cineticamente com o féton comum. Considerando a
Lagrangiana de Maxwell estendido, o tensor energia-momento ¢ construido. Para analisar
algumas aplicagoes e calcular a influéncia dos fétons escuros, o formalismo TFD é utilizado.
Esta é uma abordagem térmica conhecida como formalismo em tempo real, onde a evolugao
temporal de um sistema pode ser estudada juntamente com os efeitos da temperatura. Os
efeitos da temperatura sao introduzidos devido & sua estrutura topologica. Além do efeito
de temperatura, é possivel escolher uma topologia diferente e, como consequéncia, um efeito
de tamanho pode ser investigado. Entao, o formalismo TFD permite a analise de diferentes
efeitos em pé de igualdade, como a lei de Stefan-Boltzmann e o efeito Casimir. Aqui a lei
de Stefan-Boltzmann com corregoes devido a fotons escuros é calculada. Assumindo que o
novo boéson de calibre tem uma massa pequena, mostra-se que sua contribuicao para a
densidade de energia ¢ proporcional a T? enquanto a densidade de energia para o féton
usual ¢ T%. A segunda aplicacao foi obtida considerando uma compactificacdo espacial que
proporciona efeitos de tamanho. Em seguida, analisa-se a influéncia dos fétons escuros
no efeito Casimir. No limite de pequena massa, a pressao de Casimir associada a fétons
escuros é atrativa. Portanto, tem o mesmo comportamento exibido pelo f6ton padrao. Para
a ultima investigacao, uma compactificacao dupla é considerada. Como consequéncia, os
efeitos de temperatura e tamanho sao calculados. Esses resultados mostram que, mesmo
em altas temperaturas, as contribuicoes dos fétons escuros nao alteram a natureza do
efeito Casimir. E importante notar que, embora os procedimentos desenvolvidos neste
trabalho sejam muito diferentes do estudo realizado em [Alizzi e Silagadze 2022|, ambos os
resultados concordam que a presenca de fotons escuros nao pode afetar significativamente

a for¢a de Casimir.
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APENDICE A - Relatividade especial

Dentro da nossa teoria, temos a presenga de um objeto de extrema importancia

que ¢ utilizado no desenvolvido, o espaco de Minkowski.

Para explicarmos o espago de Minkowski, precisamos entender um pouco de relati-

vidade especial. Portanto comecaremos com seus postulados,

Postulado 1 - As leis da fisica s@o as mesmas para todos os observadores inerciais;

Postulado 2 - A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢ para todos os

sistemas de referéncias inerciais.

Como consequéncia do segundo postulado, temos um fator que relaciona espago
e tempo, eles vao se relacionar pela velocidade limite da luz c¢. O espago e tempo agora,
formam uma estrutura unificada dita espago-tempo (ct, z, y, z). Neste contexto, aparece um
objeto chamado intervalo (objeto que nos informa a diferenca entre dois pontos diferentes
no espago). Vamos imaginar um flash de luz emitida em um ponto qualquer no instante

t=0, imaginemos uma frente de onda esférica da luz, podemos escrever,
A2 = 2% oy 4 22

AP -t -yt -2 =0. (A.1)

De forma que em outro referencial,
C2t/2 o l’/2 - y/2 o 2/2 — 07 (A2)
assim podemos relacionar as duas quantidades, ou seja,
L S L S R Y (A.3)
No espaco Eucliano, ou seja, para (z,y, z), temos a distancia diferencial associada
da origem até algum ponto por,

dr? = dz® + dy* + dz*. (A.4)

De forma analoga, definimos,
ds* = Adt* — da® — dy® — d2*. (A.5)

Essa quantidade ds? permanece invariante mesmo em referénciais distintos, ou seja, ds? ¢

0 mesmo, isto é,

ds* = ds". (A.6)
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A partir desses resultados, podemos introduzir um objeto associado a forma
do espago-tempo que estamos trabalhando, chamada métrica. A métrica contém toda
informagao do espago-tempo. No nosso caso, esta relacionado ao espago-tempo plano
[Rindler 2006|. A métrica de Minkowski ¢ definida como,

0
0 -1 0 O
nt = : (A.7)
0 0 -1 0
0 0 -1
e possui uma inversa da forma,
1 0 0 0]
0 -1 0
L= A8
My 0 1 (A.8)
0 0 -1
Na relatividade, é conveniente rotular as coordenadas ct = 2° e (z,y,2) —
(', 2% 2?). Aqui definimos um vetor covariante [McMahon 2006] com,
ot = (20, 2%, 22, 2?). (A.9)
Usaremos a notacao de Einstein, para expressar a soma como:
3
I — Z $08% = 5080 + s18' + $98% + s35°. (A.10)
a=0
Ou ainda reescrever o intervalo ds? em termos da métrica,
ds* = n"dx,dz,. (A.11)

Assim podemos escrever a equagao (2.27) em termos da soma de Einstein, tal como

oL oL oL oL oL
"9[0.p) 00l TOl0wgl  Y00yp]  C0[0.¢)

(A.12)
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