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Resumo

Em sistemas bipartidos, é conhecido que o emaranhamento de formagao e a discordia
quantica sao diferentes para estados mistos. Nao existe nenhuma relacao clara entre eles
aparentemente. No entanto, quando consideramos sistemas puros de trés partes, temos
a lei de conservacao que distribui emaranhamento de formacao e discordia quantica no
sistema onde a soma de todos os emaranhamentos bi-partidos compartilhados com um
sistema particular, dado pelo emaranhamento de formacao, nao pode ser aumentado
sem que aumente, também na mesma quantidade, a soma das discordias quanticas
compartilhadas com este mesmo sistema. Neste trabalho, derivamos relacoes entre
emaranhamento e discordia para os sistemas de 4, 5 e 6 partes a partir das relacoes
conhecidas para sistemas de trés partido. Notavelmente, a relagao entre a discordia e
emaranhamento para sistemas com niimero par e impar de partes sao diferentes. Para
os sistemas com quantidade par de partes, as relacoes sao de desigualdades, enquanto,
que para sistemas com quantidade impar de partes, temos relacoes de igualdades, para
as quais demonstramos a sua generalizagao. Utilizamos ainda a relacao entre discordia e
diferenca de trabalho termodinamico para obter relacoes entre somas de emaranhamento

de formacao e essa diferenca para sistemas de 3, 4, 5 e 6 partes.

Palavras-chave: Informacao Quantica, Emaranhamento Quéantico, Discordia Quan-

tica.



Abstract

In bipartite systems, it is known that entanglement formation and quantum discord are
different for mixed states. There is no clear relations between them apparently. How-
ever, when considering pure three-partite systems, we have the conservation law which
establishe a distribution of entanglement and discord through the subsystems. The sum
of entanglements of a particular subsystem with the other ones is equal to the sum of
discords between the same subsystems. Therefore, the bipartite entanglements can not
be increased without increasing by the same amount the sum of discords. In this work,
we derive relations between entanglement and discord for systems of 4, 5 and 6 parts.
Notably, the relation between the entanglement and discord for even and odd number of
systems are different. For even number of parts, relationships are inequalities, while for
the odd number of parts, they are equalities, for which demonstrate its generalization.
We also use the relation between thermodynamic work and discord to relate the sum of
entanglements of formation with the difference in the performance of between quantum

and classical Maxwell’s Demon.

Keywords: Quantum Information, Entanglement, Quantum Discord.
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Capitulo 1

Introducao

Recentemente, muitos estudos tem sido feitos na drea de Teoria de Informacao Quan-
tica. O interesse por essa area de estudo ¢ justificada pela Mecanica Quantica (MQ) ter
o recurso das correlacoes quanticas que aparentemente apresentam vantagens computa-
cionais frente aos recursos oferecidos pela fisica classica para os computadores atuais.
Com as correlagoes quanticas podemos fazer a Codificacao Super Densa, Criptografia
Quantica, Teletransporte Quantico e a Computacao Quantica Deterministica com um
gbit puro [26, 5, 18, 48, 14, 30|.

Em 1965, foi apresentada a Lei de Moore, que diz que o poder computacional dobra
a cada dois anos aproximadamente a um custo constante. Porém, esse sonho aparen-
temente terminard apos as duas primeiras décadas do século XXI [36]. A capacidade
computacional que temos atualmente é conseguida fazendo os componentes eletronicos
dos computadores cada vez menores de maneira que os efeitos quanticos comecarao a
interferir no funcionamento desses dispositivos.

Um dos principais conceitos de Mecanica Quantica é o emaranhamento. Ele é consi-
derado como o recurso natural da M@, sendo um dos conceitos que a difere das demais
teorias. Esse conceito levantou varios questionamentos sobre a M(QQ ser uma teoria com-
pleta. Entre eles, destacamos o trabalho de Eintein, Podolsky e Rosen [17] e o trabalho
de Schrodinger [42]. O primeiro questiona o realismo da M@, como pode uma informa-
¢ao ser transmitida instantaneamente de um local distante a outro. Ja o segundo notou
que existem estados quanticos para os quais a incerteza do sistema todo é menor que a
incerteza de suas partes.

Muita pesquisa tem sido realizada para quantificar sistemas emaranhados de duas
partes, ou seja, medir a correlacao quantica entre esses dois sistemas. Neste trabalho
discutiremos duas dessas medidas, sendo elas a entropia de emaranhamento e o emara-
nhamento de formagcao (EF) [3]. Atualmente, as pesquisas tem se voltado para medidas
de emaranhamento de sistemas multi-partidos [21, 9, 32|, pois se considerarmos um
sistema de n gbits, com base computacional dada por |z1xs...z,), teremos assim um

estado quéntico que é especificado por 2" amplitudes complexas [36]. Em outras pala-



2°00 amplitudes, ao qual, para um computador classico seria

vras, se n = 500, teremos
inconcebivel armazenar todos esses niimeros.

Outro conceito que mede correlagdo quantica é a discordia quantica (DQ). Introdu-
zida em 2001 pela Ref. [50], ficou um certo tempo esquecida, porém, com a publicacao
de trabalhos que mostram que é possivel fazer computacao quantica usando apenas um
gbit |14, 30|, muitos trabalhos tem sido publicados sobre esse conceito desde entdo. A
discordia é entendida como a quantidade de Informacao Inacessivel Localmente (IIL)
por medida, sendo a diferenca entre a informacao mitua total e a informacao mitua
acessivel por medida entre dois sistemas quanticos, conforme podemos ver no diagrama

de Venn na Fig. 1.1.

S, Sp

-—

4|B

Figura 1.1: No conjunto de informacao mitua entre o sistema A e B, temos as infor-
magoes que podem ser acessadas por medidas (roxa) ditas classicas e a IIL (amarela).
Fonte: Ref. [19].

Em 2011, utilizando o principio de monogamia, foi descoberto uma relacao entre EF

e DQ para sistemas tri-partido [20]. Era conhecido que para sistemas puros bipartidos
Ea,b = 5:1_|b7

porém, ainda encontra-se em aberto como essas quantidades se relacionam para estados
quanticos mistos. Neste trabalho, temos como objetivo encontrar relacoes para sistemas
quanticos puros de mais de 3 partes e entender o padrao dessas relacoes para uma possi-
vel generalizacao para sistema n-partidos. Inicialmente no Capitulo 2, apresentaremos
os principais conceitos da Teoria de Informacao Cléssica, sendo o principal a entro-
pia de Shannon. Em seguida, veremos conceitos da Teoria de Informacao Quantica,
que em sua maioria, sao analogos da teoria cléssica, porém, com suas particularidades.
Apresentaremos os principais conceitos da Teoria de Emaranhamento e o conceito de
Discordia Quantica. No Capitulo 3, mostraremos os resultados obtidos nesse estudo,
comegando com uma revisao dos resultados apresentados pelas Refs. [20, 19] para sis-

temas tri-partidos e entao apresentamos os resultados para sistema de 4, 5 e 6 partes.
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Apresentamos também a demonstracao do caso geral para sistemas com numero par
de partes. Utilizando os resultados da Ref. [50] encontramos uma relagio entre EF e
uma diferenca de trabalho termodinamico. Por fim, apresentamos nossas consideracoes

finais.






Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Teoria da Informacao Classica

Em pleno século XXI, as tecnologias de informacao atingiram um patamar de elevada
consideracao na sociedade, sendo destaque a telefonia, o radio, a televisao e os computa-
dores com a internet. Esses avancos tecnologicos permitiram a sociedade moderna uma
revolucao na troca de informagao, sendo de suma importancia realizar estudos sobre as
teorias cientificas que tornaram essas realizacoes possiveis.

A comunicacdo ¢ essencial para a sociedade. E o processo pelo qual repassamos
informacao, levantamos dividas e expressamos nossos pensamentos. A evolucao da
ciéncia depende das trocas de informacao entre os cientistas, sendo essa troca feita por
meio de livros, artigos e seminarios académicos.

Com a invencao da escrita o conhecimento deixou de ser transmitido somente ver-
balmente ou por assimilacdo. A escrita é uma das primeiras tecnologias de comunicacao
da humanidade, sendo imprescindivel para a transcendéncia do conhecimento através
do tempo.

Com a invengao do telefone em 1860, a histéria das comunicacoes ganham um novo
capitulo. Com o telefone inicia-se a comunicacao instantanea a distancia, marcando
assim, o inicio da tecnologia de transmissao de informacgao a distancia. Essa nova
tecnologia tornou-se essencial para a humanidade, principalmente apds o surgimento
dos aparelhos celulares.

O telefone é um dispositivo que utiliza conceitos do eletromagnetismo em seu fun-
cionamento, pois é fruto da transformacao de ondas sonoras em sinais elétricos. Dessa
forma, os problemas ligados a esse tipo de comunicac¢ao tornaram-se objeto de estudo
de pesquisadores da area da fisica, e posteriormente, da engenharia elétrica.

Em processos de comunicacao semelhantes ao do telefone era observado problemas
no envio da mensagem, onde, muitas vezes, devido a processos ruidosos, o sinal enviado

sofria danos, comprometendo assim o entendimento por parte do receptor da mensa-
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gem. Para evitar os problemas acima, era necessario saber a capacidade do canal de
comunicacdo, que é a quantidade de informacao que pode ser transmitida sem perdas.
Se a quantidade de informagao superar a capacidade do canal a informagao original nao
poderd mais ser recuperada.

Surge entao a necessidade de estudar esse fenomeno no sentido de resolver definitiva-
mente o problema da telecomunicagao. Claude Shannon, um matematico e engenheiro
elétrico, foi o primeiro a considerar o problema da telecomunicacao como um problema
matematico, e utilizou conceitos da estatistica e da teoria das probabilidades para re-
solver definitivamente esse problema. Shannon foi simplesmente genial, ao perceber que
seria possivel fazer um “tratamento digital” da informacao. Shannon percebeu que os si-
nais elétricos poderiam ser associados a ntimeros binarios, sendo por exemplo, o niimero
1 para passagem de corrente elétrica e 0 para sem corrente, e assim associar o surgimento
desses simbolos a probabilidades. Nasce entao a teoria da informacao com a publicacao
do artigo “A Mathematical Theory of Communication” e do livro “The Mathematical
Theory of Communication”, sendo o primeiro publicado em 1948 por Claude Shannon
e o livro com co-autoria do matematico Warren Weaver no ano seguinte.

Para abordar matematicamente o problema, precisou criar conceitos matematicos
que correspondessem ao processo no qual estava estudando. Ele considerava que o
problema da comunicacao era o de reproduzir exatamente ou aproximadamente uma
mensagem enviada de um local a outro [43]. Esquematizadamente, os processos de

comunicac¢ao sao compostos como na Figura 2.1 das segunintes cinco partes:

1 2 3 4 5
Fonte .
Transmissor Receptor
De = (codificador) [===- Canal ; S Destinagio
Inform acéo (c Aeale) Sinal | Sinal [daedjﬂcadnr_‘}l
Menszagem WA recebido Mensagem

Fonte de Buido

Figura 2.1: Esquema de um sistema de comunicagdo segundo Shannon. A primeira
caixa, fonte de informagao, é onde a mensagem é criada, em seguida ¢ feita a codificacao
e enviado pelo canal que é o meio pelo qual a mensagem ¢é transmitida. Do canal, a
mensagem passa por um processo de decodificacao para que o receptor da mensagem
possa entender o conteido da mensagem. No canal a mensagem esta sujeita a sofrer
interagbes com o meio externo (ruido), podendo assim ser corrompida.

1. Uma fonte de informacgao que cria uma mensagem ou sequéncia de mensagens a
serem enviadas para o transmissor. Sendo que essa mensagem pode ser qualquer,

nao importa o contetido, se € um texto ou imagem.
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2. Um transmissor que codifica a mensagem em um sinal adequado para a trans-

missao através do canal.

3. O canal ¢é o meio utilizado para transmitir o sinal a partir do transmissor para o

receptor.

4. O receptor faz a operacao inversa que foi feito pelo transmissor, reconstruindo a

mensagem a partir do sinal recebido do canal.

5. E por dltimo a destinacao que é a pessoa ou aparelho para os quais a mensagem

se destinava.

O ponto forte da teoria de Shannon esta no fato de ter percebido que a mensagem
da fonte de informacao poderia ser modelada por simbolos digitais, isto ¢, podemos
atribuir a cada mensagem da fonte uma combinacao de simbolos digitais que indicam
uma caracteristica do sinal fisico utilizado para a transmissao ou armazenamento da
mensagem. No caso, da codificagdo binaria, a fonte é codificada usando sinal binario (0
ou 1), onde fisicamente significa passagem ou nao da corrente elétrica. Enquanto que
sinais anal6gicos, implicava por exemplo, no caso do telefone, de replicar a onda sonora
em uma onda eletromagnética.

O principal problema no processo de comunicacao de informacao esta nas interfe-
réncias que surgem no canal ou ruido [36], conforme pode ser observado na Figura 2.1.
Shannon queria resolver duas questoes-chave relacionadas & comunicagao da informacao
através de um canal. 1) Que recursos sao necessarios para se mandar informagao através
de um canal de comunicagao? 2) Seria possivel enviar a informacgao de modo que ela
estivesse protegida contra os efeitos de ruidos no canal de comunicac¢ao?

Como resposta, Shannon enunciou dois teoremas fundamentais da teoria de informa-
¢ao, o teorema da codificacdo em canais sem ruido e o teorema da codificaciao em canais
rutdosos, onde o primeiro quantifica os recursos fisicos necessarios para armazenar ou
transmitir a informacao fornecida por uma fonte e o segundo quantifica a informacao
que pode ser transmitida com seguranca através de um canal ruidoso.

Um exemplo do que um ruido pode causar a uma mensagem com codificacao binéria,
isto é, codificada em 0 e 1, é que os sinais binarios podem mudar com uma certa
probabilidade conforme Figura 2.2, gerando assim uma incerteza em relacao a mensagem
recebida. Para isso Shannon mostrou que cédigos de protecao contra erros poderiam

ser usados para proteger o conteiido da mensagem.

2.1.1 Contetido Informativo

O passo decisivo da Teoria da Informagao é a matematizacao dos conceitos ligados

a informacao [36]. A ideia central foi a percepcao de que uma fonte de informagao se
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bits P bits

Figura 2.2: Canal binario simétrico. Observe que o niimero binario 0, tem probabilidade
1—p de passar pelo canal e continuar sendo 0, e probabilidade p de sofrer ruido e tornar-
se 1. O nimero binario 1 tem as mesmas probabilidades de ser mudado.

comporta tal qual uma variavel aleatéria. Shannon notou que o surgimento dos simbolos
de uma fonte de informacao seguem uma perspectiva probabilistica, logo poderia se
tentar matematizar o processo e assim estudar o problema com enfoque quantitativo.

Matematicamente, uma variavel aleatoria X é uma tripla ordenada (z,Ax,Px), onde
x indexa os valores que X assume no alfabeto Ay = {ay,a9,...,a;,...,ar} que sdo os sim-
bolos no qual a mensagem ¢é codificada, e Px = {p1,pa,-.-,Di,---,pn } 880 as probabilidades
dos respectivos simbolos.

Denotaremos p(x = a;) = p;, para fins de economia de notagdo. Como ¢é usado
elementos da estatistica e probabilidade, temos que p; > 0e >° ., p(z =a;) = 1.

Um exemplo de fonte de informacao é apresentado na Tabela 2.1, onde é conside-
rado aleatoriamente a escolha de um texto escrito em lingua inglesa obtendo assim a

distribuicao de probabilidade das letras usadas no texto.

Tabela 2.1: Distribuicao de probabilidade de letras de um texto em lingua inglesa
escolhido aleatoriamente. Retirada da Ref. [33]

a; Di

a 0.0575
b 0.0128
c 0.0263
d 0.0285
x 0.0073
y 0.0164

z 0.0007

De posse do conceito de fonte de informacao, o segundo passo da teoria da informa-
cao classica é quantificar a informacao. Uma boa medida de informagao deve obedecer
algumas propriedades. Shannon adotou as seguintes propriedades para definir o con-

tetido informativo de uma mensagem (I(m;)):
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1. Se pr — 1 entao I(my) — 0;

Um evento com probabilidade 1 nao pode ser informativo, pois a sua mensagem
ja é conhecida. Em outras palavras nao transmitimos informacao nova a um
interlocutor que ja sabe o que vamos falar. Quanto mais alta a probabilidade de

uma mensagem ocorrer, menor serd a informacao que ela contém.

2. Se pi < p; entao I(my) > I(m;);

Fazendo uma simples comparagao, em uma roda de conversa entre amigos, nao se
percebe muita surpresa dos ouvintes quando alguém comenta sobre um assunto
que a maioria ja espera (futebol, noticias dos jornais, entre outras), por outro
lado, quando alguém traz um assunto nao esperado e de certa forma interessante,

tem-se surpresa por parte dos ouvintes.

Logo por meio desta analogia, percebemos que uma propriedade que I deve ter
¢ a de depender da probabilidade de ocorrer, ou seja, uma mensagem traz mais

informagao que a outra quando o surgimento de uma é menos provavel que a outra.

3. I(my) >0 pois 0 < pp < 1

A informacao é sempre positiva, ou seja, podemos nao aprender nada a partir de

uma mensagem recebida, mas nao podemos perder informacao por isso.

4. I(my - my) = I(my,) + I(m;).

Se tivermos duas mensagens subsequentes e independentes (m; e m;), a quanti-
dade de informagao deve ser a soma do contetdo informativo de cada mensagem,

e esta caracteristica exige que I seja aditivo.

Uma fungdo matematica que tem essas propriedades é a funcao logaritmo. Dessa
forma podemos definir 7(z) (conteiudo informativo da mensagem ou simbolo ) como
sendo

1
I(x = a;) = log — = —log p;. (2.1)

i
A unidade de medida de conteudo informativo depende da base do logaritmo que
se usa. Neste trabalho serd utilizado base 2, logo a unidade de medida de contetdo
informativo seré bit/simbolo.
Na Figura 2.3 ilustra-se o grafico de (2.1). Nota-se que quando p; — 0 tem-se
I(z) — 4o00. E como se esperava, I(x) — 0 quando p(z) — 1, verificando assim as
3 primeiras propriedades. Observe que a verificagao da ultima propriedade é imediata,

considerando a propriedade aditiva da funcao logaritmica.
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.........................

Figura 2.3: Variacdo do Conteido Informativo de x em funcao de p(x).

2.1.2 Entropia Classica de informacao

O contetido informativo médio transmitido por simbolo da fonte associada a uma

varidvel aleatoria X é denominada entropia. E definida por
H(X)= - plx)logp(z). (2.2)

Convenciona-se que

0log0 =0, (2.3)

pois lim, )0+ —p(2)logp(x) = 0. Como ja foi dito, a entropia de Shannon X calcula
a quantidade de informacao que obtivemos, em média, quando aprendemos o valor de
X. Uma visao alternativa é que a entropia de X seja também uma medida de incerteza
sobre X antes de aprendermos o seu valor. Sendo essas duas visoes complementares.
Antes de aprendermos o valor da varidvel aleatoria X, temos a entropia como medida
de incerteza, ap6s obtermos os valores de X, a entropia é a quantidade de informacao
que adquirimos sobre X [36].

Shannon mostrou que a entropia deve possuir as seguintes propriedades [43]:

1. H(X) é continua para todo p;.

Imediatamente da propria definigao tem-se que (2.2) é continua para todo p;, visto
que log(z) s6 possui descontinuidade em x = 0 para o dominio de probabilidades,

mas essa descontinuidade ¢ removida fazendo a consideragio acima (2.3).

2. Para uma fonte X que gera simbolos equiprovaveis, isto é, p; = p, = ... = p; =
. = PN = %, a incerteza H(X) = H (%,,%) ¢ uma funcao monotonicamente

crescente de N, onde N é a quantidade de simbolos do alfabeto Ax.

A verificagao dessa propriedade é imediata utilizando (2.2)

N N
1.1
H(X) ==} pilogpi==) log— =logN, (2.4)
i=1 i=1
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é possivel observar que, para simbolos equiprovéveis, H(X) = log N é uma fungao
monotonicamente crescente de N. Em outras palavras a entropia aumenta com a

quantidade de simbolos da fonte.

3. A entropia é positiva, isto é,

N
H(X)=H(py,...pn) = — »_pilogp; > 0. (2.5)

=1
A verificagao é imediata visto que, 0 < p; < 1 e logp; < 0. A igualdade ocorre
quando p; = 1 e p;z; = 0. Assim como o contetido informativo deve ser posi-
tivo, a sua média também deve ser, caso contrario as duas medidas estariam em

contradicao.

2.1.2.1 Entropia Conjunta

O conceito de entropia pode ser estendido para mais de uma variavel aleatoria.
Dado um conjunto de variaveis aleatorias X e Y, tomando valores nos alfabetos Ax e
Ay. Este conjunto de variaveis aleatorias é caracterizado pelas probabilidades conjuntas
{p(z,y),x € Ax,y € Ay}, observando que 0 < p(z,y) < 1 para qualquer dupla ordenada

(z,y) € Ax X Ay, bem como a propriedade de completeza
> play) =1 (2.6)
x7y

A entropia conjunta é expressa por

H(XY) ==Y plxy)logp(z,y), (2.7)

Ty

onde uma de suas propriedades ¢ a da simetria, isto ¢, H(X.,Y) = H(Y,X) [45]. Para

mais de duas variaveis aleatorias a entropia conjunta é

H(Xy,....X ZZ Zp x1,..,xr) log p(x1,....x1). (2.8)

T w2
Usando o exemplo da fonte de informacao da Tabela 2.1, podemos interpretar como
distribuicao conjunta de probabilidade, a possibilidade de surgir pares de resultados,
como por exemplo, “aa”, “ab”, “ac”, assim por diante.
Se tivéssemos uma distribuicao de probabilidade dessa natureza para a lingua por-
tuguesa, poderiamos pensar na probabilidade de surgir conjuntamente em uma palavra

as letras “w” e “a”, que sabemos ser de baixa probabilidade. O surgimento dessas duas

letras subsequentemente terd o contetdo informativo alto, e isso pode indicar erro de
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digitacao ou até mesmo uma nova palavra em portugués que tem grandes chances de

ser nome proprio.

Para variaveis aleatorias X e Y independentes, ou seja, os simbolos tem probabili-

dades conjuntas independentes, isto é, p(z,y) = p(x).p(y), temos que

HXY) = =Y play)logp(z,y)
= — g:p(fc)p(y) log[p(z)p(y)]
_ g: p(z)p(y)[log p(z) + log p(y)]
- —%y:p( p(y) log p(a ZP y)logp(y)
_ —ip( ) log p(a Zp ) log p(y
— H(;()+H(Y),

que mostra que a entropia é aditiva para variaveis aleatorias independentes.

2.1.2.2 Entropia Condicionada e Entropia Condicional

Outra quantidade importante da Teoria de Informacao Cléssica é a Entropia Concio-
nal. Inicialmente, definiremos a entropia condicionada da varidvel X a um determinado

valor da varidvel Y, medindo assim a incerteza de X quando Y é conhecida.

A expressao matemadtica para a entropia condicionada é determinada fazendo o cal-
culo da entropia de X dependendo de um valor especifico Y = y. Como as probabili-
dades condicionadas {p(z|y),x € Ax} verificam a propriedade basica de probabilidade,
isto é, 0 < p(z|y) < 1e >  p(zly) = 1, para qualquer y € Ay [33]. Podemos entao
utiliza-las na definicao de entropia de Shannon, obtendo assim a entropia condicionada
de X aY =y,

H(X|Y =y) Zp zly) log p(x|y). (2.9)

Novamente, utilizando a lingua portuguesa, e considerando o exemplo acima. Se
Y=¢, a varidvel X fica condicionada ao surgimento das vogais “a”, “0” e “u”. Caso
apareca outra letra a nao ser essas, serd um evento de alto conteido mformativo, sendo
assim interessante, pois pode ter acontecido erro de digitacao da palavra ou problemas

de ruidos como ja foi dito anteriormente.

Se calcularmos a média da entropia condicionada sobre os valores y iremos determi-

nar uma quantidade que é denominada entropia condicional H(X|Y). Do Teorema de
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Bayes temos que p(z|y) = 1‘%, entao podemos escrever H(X|Y') como sendo

H(X[Y) =Y p)H(X]Y =y) == p(x,y)logp(x|y) (2.10)

Y T,y

Da Eq. (2.10), obtemos

)

H(X|Y) = —Zp ) log p(z|y) = Zp 2.)log 2 (y) (2.11)
= —Zp(l‘,y) log p(x.y) +Zp () log p(y) (2.12)
HXIY) = H(X.Y)— H). ' (2.13)

Apesar de a forma mais comum de definir entropia condicional seja a Eq. (2.13), a
defini¢do que tem interpretagdo é a da Eq. (2.10). A Eq. (2.13) tem um significado
importante para este trabalho, pois a expressao da entropia condicional quantica nao
pode ser obtida diretamente dessa expressao por analogia, como veremos na se¢ao 2.2.8.

Uma das propriedades da entropia condicional H(X|Y') é a positividade, isto é,
H(X|Y) >0, (2.14)

ou seja, o fato de condicionarmos a entropia de X aos valores de Y nao pode perder o
sentido de ganho de informacao, em outras palavras, o conhecimento sobre a variavel X
s6 pode aumentar com as informacoes da varidvel Y. A verificacdo matematica dessa
propriedade é obtida analisando a equagao (2.10), pois log p(z|y) < 0, pois 0 < p(z]y) <
1. Ocorrendo igualdade quando p(y|z) = 1 ou p(y|z) = 0, sendo probabilidade maxima
e probabilidade minima respectivamente.

Destacamos aqui que H(X|Y) # H(Y|X), dado que a entropia condicional de X
a Y depende das probabilidades p(y) e para o segundo caso das probabilidades p(x).
Sendo que essas sao arbitrarias entre si.

Podemos também relacionar entropia conjunta com entropia condicional fazendo
HXY)=HX|Y)+HY)=HY|X)+ H(X). (2.15)

Observe que a entropia de um par de variaveis aleatérias é a entropia de uma das
varidveis mais a entropia condicional da outra. Esta conexao é chamada de regra da

cadeia e ¢ mostrada no seguinte corolario.

Corolario 1 Regra da Cadeia para entropia:

H(X,Y) = H(X) + HY|X) (2.16)
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Prova: Da regra da cadeia para probabilidades temos que p(z,y) = p(x)p(y|x), logo:
HX)Y) = —Zp x,y)logp(x,y) (2.17)

= —Zp p(ylz) log[p(z)p(yl|z)] (2.18)

= —Zp p(ylz)log p(z Zp plylz)logp(ylz)  (2.19)

= —Zp )logp(z) = > pl ylx log p(yl) (2:20)

Z,y

— H(X)+ H(Y|X). (2.21)

[ |

Essa regra pode ser usada para determinar a entropia conjunta, quando se conhece a
distribuicao da probabilidade condicional e a distribuicao da probabilidade do simbolo
que esta condicionando o resultado da fonte. Por exemplo, se uma fonte estiver gerando
palavras em portugués, e gerar a letra z, sabemos que apos ela s6 pode ser gerada vogais,
logo a probabilidade de gerar qualquer outra consoante é zero, entao a distribuicao de

probabilidade condicional é p(y|z = z). Conhecendo p(x = z) determinamos H(x,y).

2.1.2.3 Informacao Mitua

Fazendo uma permutagao na Eq. (2.15) obtemos uma outra quantidade da Teoria

de Informacao, a Informacao Muatua. A informacao mitua do par X e Y é dada por
IX:Y)=HX)+HY)-H(X)Y)=H(X)—- H(X|Y) (2.22)

A Eq. (2.22) mede a quantidade de informagdo em comum entre as duas variaveis
aleatorias X e Y. Essa expressao é obtida somando as entropias de X e Y, porém como
a informacao comum serd contada duas vezes nesta soma, é necessario subtrairmos a
entropia conjunta entre as duas variaveis.

Essa correlacao pode ser interpretada como a reducao de incerteza de X devido o
conhecimento de Y [13]. Expressamos as relagoes entre entropia e informagao mutua
por meio do diagrama da Figura 2.4. Observe que a informacdao mutua é a intersecao
da entropia de X e de Y.

2.1.2.4 Entropia Relativa

Para medirmos a proximidade entre duas funcoes de distribuicao de probabilidade
de uma variavel aleatoria utilizamos a entropia relativa. Esse conceito nos conduz a
importantes resultados da teoria da informacao, tais como, desigualdades importantes

da teoria de informacao, positividade da informacao miutua, entre outros.
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H(X) H(Y)

H(XY)

Figura 2.4: Diagrama das relacoes entre entropia e informacao mutua

A entropia relativa ¢ uma medida de divergéncia de duas func¢oes de distribuicao
de probabilidade, p(x) e ¢(x), em relacao ao mesmo conjunto de indices z. A entropia

relativa é dada por

H(p(x)l|g(x Zp ) log 22 Zp )log g(z (2.23)

.Z'

onde, por defini¢do, se g(z) — 0, —p(z )log —> +00, se tivermos p(x) > 0, ou seja, o
evento com probabilidade p(x) acontece e o evento com probabilidade ¢(x) nao ocorre.

Da entropia relativa surge um importante teorema, denominado “desigualdade de

informagao” que é utilizado para provar varios resultados da teoria da informacao.

Teorema 1 [Desigualdade de Informagao]/ A entropia relativa é nao negativa, isto é,

H(p(z)|g(z)) >0, (2.24)

com igualdade se e somente se p(x) = q(x) para todo x.

Prova: Da desigualdade logx = g‘l—;” <z —1, fazendo x = %, temos

1
—(In1—Int) <

1 Int
In2 t

oty 1 (2.25)
In2 — t '

Usando (2.25), concluimos que
Hp@l) = 3 p)log 22 (2.26)

= LZp(x) IHM, (2.27)
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usando a desigualdade (2.25), temos

> ;p(fﬁ) (1 - @) (2.28)

p(x)

= > (px) —qglx) =1-1=0. (2.29)

T

A igualdade na Eq. (2.27) ocorre se e somente se ¢(z) = p(z) para todo . [ |

A desigualdade de informacao também é conhecida como distancia de Kullback-
Leibler (DKL)!, porém essa medida nao apresenta a propriedade de distancia no sentido
euclidiano, pois nao é simética (H(X||Y) # H(Y|| X)), desta forma opta-se por chama-

la de desigualdade de informacao.

Podemos escrever a informacio mutua, dada pela Eq. (2.22) como uma DKIL. Da
Eq. (2.22), podemos escrever usando as fungoes de distribuigao de probabilidade das
fontes conjuntas de informagao X e Y a informagao muatua (I(X :Y)) como sendo

p(z.y)

I(X:Y)=> plzy) logm, (2.30)

dessa forma mostramos que a informagao mitua pode ser escrita como uma entropia

relativa,

X :Y) = 3 pley) log % — H(p(x)|[p()p()). (2.31)

onde a variavel aleatoria X tem distribuigdo de probabilidade conjunta p(x,y) e Y tem

p(z)p(y). Concluimos assim, que a informacao mutua é positiva,

I(X:Y)>0. (2.32)

A Eq. (2.32) também é conhecida como subaditividade da entropia quando é escrita
da forma
H(X)Y)<HX)+ H(Y), (2.33)

e evidencia que a entropia conjunta de duas variaveis aleatérias X e Y é menor que soma
da entropia de cada uma dessas variaveis. A igualdade ocorre com X e Y independentes

entre si.

Outro resultado que ¢ obtido a partir de DKL é que a entropia de uma variavel
X possui um maximo, e esse maximo depende da quantidade de simbolos que a fonte

possui.

Wer [33]
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Corolario 2 Se X ¢é uma varidvel aleatoria com N simbolos, entao

H(X) <logN, (2.34)

com igualdade se e somente se p(x) = +.

Prova: A igualdade ocorre quando temos uma distribuicao de probabilidade equipro-

1

vavel como ocorre em (2.4). Da Eq. (2.23), fazendo ¢(x) = +, e considerando a ndo

N
negatividade de (2.23) obtemos
1
H(p(@)llg(x)) = —H(X)= > ple)log (2.35)
TEAX
= —H(X)+ > p(z)logN >0, (2.36)
TEAx
Portanto
H(X) <logN. (2.37)

Da Eq. (2.32) obtemos o seguinte corolario

Corolario 3 A entropia condicional H(X|Y') € sempre menor que a entropia de X,
1sto €,

H(X|Y) < H(X) (2.38)

Com igualdade se e somente se X e Y forem independentes.
Prova: Da Eq. (2.22) e da nao negatividade da informagoa mitua temos que
0<I(X:Y)=H(X)-HX|Y) (2.39)

A igualdade s6 é obtida para uma distribuicao de probabilidade conjunta das varidveis

X e Y independentes, isto ¢, p(x,y) = p(x)p(y). [ |

2.1.3 Swubaditividade Forte

Essa secao é dedicada a mostrar a prova para uma das mais importantes desigual-
dades da Teoria da Informacao Classica, que é a subaditividade forte. Sua importancia
para este trabalho esté ligada a sua generalizacao para o caso quantico, pois é decisiva
para alguns resultados apresentados nesse trabalho.

Antes de apresentar a subaditividade precisamos falar sobre um conceito de teoria
das probabilidades que sera usado na demonstracao do Teorema 2 a seguir. O conceito

¢ o de cadeias de Markov. Uma cadeia de Markov ¢ um caso particular de processos
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estocasticos (eventos aleatorios sequenciais) com a propriedade de que o estado futuro
depende somente do estado atual, ou seja, os estados anteriores sao irrelevantes para a

predicao dos estados seguintes [6].
Teorema 2 Dados as varidveis aleatorias X, Y e Z temos

HXYZ)+ HY)< HX)Y)+ H(Y,Z). (2.40)
Com igualdade se e somente se Z — Y — X formar uma cadeia de Markov.
Prova:

H(XY.Z)+HY)-HXY)-H(Y.Z) ==Y plzyz)logp(zy.z)+ (241)

T,Y,2

— Zp(y) log p(y) + Zp(rc,y) logp(z,y) + Y _p(y.2)logp(y,2)  (242)
T,y Y,z
p(zy)ply p(z,y)p(y.2)
= p(z,y,2) log = p(z,y,2)1 , 2.43
g; p(@.y,2)p(y) ln2g; ( Y,2)p(Y) (243
usando a desigualdade logx = }ﬁ—g <z —1, temos
p(z.y)p(y,2) ) (p(w,y)p(w) )

< p(z,y,2) (——1 = — -1 2.44
2 e Gyt ) T2 240

— (Zp(y) - 1) = 0. (2.45)

Podemos reescrever a subaditividade forte como sendo
H(X|Y,Z) < H(XY), (2.46)

e mostrar que a igualdade ocorre quando reescrevemos a expressao do lado esquerdo

como sendo,

H(X|Y,Z) == plz|yz)log p(|yz), (2.47)

T,Y,2
se Z — Y — X formar uma cadeia de Markov, a varidvel Z é irrelevante para a

varidvel X. Dessa forma, temos a igualdade
H(X|Y)=H(X|Y), (2.48)

para a Subaditividade Forte. [ |
A Eq. (2.46) mostra que o condicionamento reduz a incerteza sobre uma variavel

[36]. De fato, pois se estamos considerando o sistema XY Z, ao medir somente Y, a
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entropia de X intuitivamente deve ser maior que quando medimos Y e Z. Pois Y e Z

pode fornecer mais informacao sobre a variavel X do que apenas a varidvel Y.

2.2 Teoria da Informacao Quantica

Até agora dissertamos sobre os principais conceitos da Teoria da Informagao Cléssica
que sao o norteador no sentido de fazer-se uma discussao da recente e incompleta Teoria
da Informacao Quantica. Esses conceitos apresentados até o momento possuem analogos
quanticos que serao o formalismo necessario para o desenvolvimento dos resultados

apresentados neste trabalho.

2.2.1 Operador Densidade

Além da notacao de vetor de estado da mecéanica quéantica, temos a formulacao
matematica de operador densidade ou também conhecida como matriz densidade. Esse
formalismo é mais conveniente para descrever um sistema quantico cujo estado nao é
completamente conhecido [36]. Se tivermos um conjunto de estados puros {p;,|¥:)},
onde p; é a probabilidade ¢ de ocorrer o estado |¢;). A descrigao do sistema é dada pelo

operador densidade que é definido como sendo
p= sz' i) (Wil - (2.49)

Se temos um estado quantico onde seu estado |1)) é totalmente conhecido, dizemos
que este estado é puro, e seu operador densidade sera somente p = |¢) (0], em todo
caso, consideramos p como sendo uma mistura de diferentes estados puros. Também é
possivel que um sistema seja preparado no estado p; com probabilidade p;, sendo neste

caso p uma mistura de estados dado por
P = sz‘pi- (2.50)

Os operadores densidade devem obedecer também a condicao de trago um, isto é,
tr(p) = 1 para que p represente um sistema fisico e deve ser um operador positivo, ou
seja, todos os seus autovalores sdo reais e positivos [36]. Esta condigdo de traco 1 e de

positividade, permite com que p tenha uma decomposicao espectral dada por
p= Nili) (il (2.51)
i

onde os vetores |i) sdo ortogonais, e \; sdo os autovalores ndo negativos de p. Da Eq.

(2.51), e da condigao do traco ser 1, é possivel ver que o sistema esta no estado |i) com
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probabilidade ;.
Também da condicao de trago 1 obtemos um critério para decidir se o estado é misto

ou puro, conforme trataremos no corolario 4 a seguir.

Corolario 4 Seja p um operador densidade, entio tr(p*) < 1, com igualdade se e

somente se p € puro.

Prova: Seja p =), pi|¢:) (¢i], onde |¢);) sdo os auto-kets de p, temos que

PP =3 pipy [ba) (al [y} (sl = iy i) 61 (b =Y 7 [ (abi -

1,] 0, i

Tomando o traco em p?, concluimos que
tr(p?) =Y p <1,

e isso indica que o estado é puro se tivermos p; = 1 e p;x; = 0. Caso contrario teremos
uma mistura (2.50). [ |

Um importante fato que é discutido na Ref. [36], é o de achar que os autovalores e
autovetores da matriz densidade tem algum significado especial em relacdao ao conjunto
de estados quanticos que ela representa. Para explicar a ideia, vamos supor que um

sistema quantico é representado pelo operador densidade

pr=210) (0 + 5 11) (1] (2.52)

observe que é tentador dizer que o sistema quéantico esta no estado |0) com probabilidade

2

2 e no estado [1) com probabilidade 3. Porém, se definirmos os seguintes estados

la) = \/g 10) + \/% 1) (2.53)
|b) \/g|0> - \/%1% (2.54)

e prepararmos o sistema quantico no estado |a) com probabilidade § e também com

probabilidade % no estado |b), teremos entdo que o operador densidade correspondente

a esse sistema sera

pr = la Gal + 5 I8) {61 = 2 10 (0] + 5 11) 1] = pu. (2.55)

e poderiamos também erroneamente achar olhando para ps, que o sistema estava no
estado |a) ou |b) com as probabilidades citadas acima, porém nao se pode concluir nada a

respeito do sistema a partir dos autovalores e autovetores de uma matriz densidade, pois
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ela representa uma entre muitos ensembles que pode dar origem a especifico operador
densidade.

Por fim, enfatizamos que todos os postulados da mecanica quantica na formulacao
de vetor de estado tem analogo na notacao de operador densidade, inclusive o postulado
das medidas quanticos, que veremos na Sec. 2.2.2.

O espaco vetorial associado aos operadores densidade ¢ um espaco de Hilbert, e a
evolucao de um operador densidade isolado é descrita pelo operador unitario U atuando

no ket e no bra de (2.49), sendo essa operagao descrita por

P =UpU =" piU |) (i UT. (2.56)

2.2.2 Medidas Quanticas

Na mecanica quantica, as medidas quanticas sao descritas por operadores de medida
M,,. Estes operadores operam no espago de estado do sistema a ser medido. Como o
processo é probabilistico, o indice m indica qual o resultado da medida no sistema.

A probabilidade do resultado da medida m ocorrer no estado |1)) é dado por

p(m) = (| M My, [) (2.57)
e o estado do sistema apo6s a medida sera

) = L (2.58)
V] MM, )
Os operadores de medidas devem satisfazer a relacao de completeza,
> MiM, =1, (2.59)

m

isto é, a soma das probabilidades p(m) deve ser um,

1= pm) = 37 (6] MM 1) (2.60)
m m

As regras apresentadas acima sao conhecidas como o Postulado das Medidas Quan-
ticas. Elas fornecem a estatistica das medidas e dizem qual serd o estado do sistema
ap6s a medida. Em algumas aplicacoes o estado do sistema apos a medida é de pouco
interesse, sendo importante somente a probabilidade dos diferentes resultados da me-
dida. Sendo esse o caso onde a medida é realizada somente uma vez e o experimento é

concluido. O formalismo matemético que descreve essas medidas ¢ denominado POVM?

2POVM - ¢ a sigla para Positive Operator-Valued Measure
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[36].

Para uma medida descrita por operadores M,, em um sistema quantica descrito
no estado |¢). A probabilidade do resultado da medida ser m é dada por p(m) =
(| M} M,, [¢). Podemos construir um operador E,, = M M,,, tal que,

e [, >0, ou seja, é um operador positivo;
e > E, =1, satisfaz a relagdo de completeza.

E isso faz com que os operadores E,, sejam suficientes para determinar as probabilida-
des dos diferentes resultados das medidas. Conhecemos operadores E,, por elementos
POVM associados a medida. O conjunto completo {E,,} é conhecido como um POVM.

Outro caso de operadores de medidas sao as conhecidas como medidas projetivas.
Uma medida projetiva ¢ uma descricao matematica de um observavel, M, ou seja, um
operador Hermitiano no espago de estado de um sistema a ser medido.

Uma medida projetiva tem a decomposicao espectral,
M =" A\nPu, (2.61)

onde P, ¢ um projetor nos autoestados de M com autovalor \,,.

O estado [¢) apds ser observado por M sera dado por

_ Puly)

) = L

(2.62)

onde p(m) = (4| P |¢).

Para as medidas projetivas, a relacao de completeza é satisfeita considerando que
P,, sao projetores em estados ortonormais, isto é, P, P = 0y Prnr-

Se realizarmos uma medida projetiva no estado |u) = % usando o conjunto de

medidas projetivas dado por IIy = |0) (0] e II; = |1) (1] obtemos os estados

Mo [p) = 10)

Iy [p) = —11).

Observemos que a probabilidade de obter ambos os resultados sao iguais na primeira
medida, sendo p(0) = p(1) = %, e a caracteristica principal desse tipo de medida é a
reprodutividade, onde se repetirmos a mesma medida no estado p6s-medida, o resultado
serd o ja obtido com probabilidade 1.

Essa caracteristica das medidas projetivas ¢ bastante discutido no experimento de
Stern-Gerlack que é um dos contetidos introdutorios de cursos de Mecanica Quéntica,

que pode ser visto na Ref. [41].
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O formalismo matemaético para medidas em operadores densidades é analogo aos
aqui apresentados. Podemos descrever medidas no formalismo matematico de operador
densidade. Se tivermos operadores de medidas M, e realizar uma medida no estado

), a probabilidade de se realizar a medida m é dada por
|¥i), a p p
p(mli) = (| MMy, [3) = (0] M, M, Z |4) (i [¥:) = (2.63)
D il M, My, [in) (i) = tT(MLMm i) (il),

i

que de acordo com a lei da probabilidade total® a probabilidade de obter a medida M,,
é dada pela média de (2.63)

szp mli) me“ (M), My, [) () = (2.64)

r(M}, My, sz (i) (Wil) = tr (M}, Minp).

Apobs a medida o estado do sistema sera

o) = ,
V Wl MM, )

(2.65)

e consequentemente o operador densidade desse ensemble de estados [!*) é dado por

M, pM],

tr( M, M,p) (2:06)

Pm =

2.2.3 Operador Densidade Reduzido

O operador densidade pode ser usado para descrever um subsistema de um sistema
quantico composto. A descricao é feita por uma operacao de reducao no operador
densidade [36].

O operador densidade p,;, descreve o sistema composto de dois sistemas quanticos
a e b. Determinamos o operador densidade reduzido para o sistema a fazendo o traco

parcial sobre o sistema b que é dado por

Pa = try(pap)- (2.67)
Para um dos pares de Bell, |¢) = w o operador densidade dado por p,, =

|1b4) (14| nos fornece uma descricao completa do sistema composto de a e b e por outro

3p(y) = >, p(y|z)p(x) - Expressa a probabilidade total de um resultado que pode ser realizado
através de varios eventos distintos.
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lado se calcularmos o operador densidade p, obteremos

_ . (101) {01] + [01) (10] + [10) (01] + [10) (10['\ _ |0) (O] + [1) (1]
Pa = try ( 9 ) - 2 )

e observamos que esse estado nao é puro, pois pelo corolario 4, um estado onde tr((1/2)?) =

1/2 < 1 é dito misto e de fato nao poderia ser puro, pois tiramos a parte b do sistema.

O fato de operador densidade reduzido p, ser proporcional a identidade, estatisti-
camente faz com que o estado tenha entropia quantica maxima como veremos na secao
2.2.5. Esse resultado representa uma grande quebra do pensamento classico, pois em-
bora tenhamos todo o conhecimento do sistema composto segundo a mecanica quantica,
representado pelo estado puro |, ), nao somos capazes de descrever completamente o

estado do operador reduzido [10], como ja foi mencionado na secio 2.2.1.

2.2.4 Decomposicao de Schmidt

Outro resultado extremamente tutil da teoria da informacao quantica que utiliza
dos conceitos de operador densidade reduzido é a decomposicao de Schmidt, que é
extremamente 1til para identificar as correlacoes entre dois sistemas quanticos, sendo

essencial para determinar se estados puros bipartidos estao emaranhados ou nao.

Teorema 3 (Decomposicao de Schmidt) Seja [1q) um estado puro de um sistema com-
posto ab. Entao existem estados ortonormais |i,) para o sistema a e |iy) para o sistema

b tais que

|Yab) = Z Vi lia) lis)

onde n = min{dim a,dim b} e \/\; sao nimeros reais nao-negativos, conhecidos como

coeficientes de Schmidt e ), \; = 1.

Prova: Considerando dima < dimb. Temos que {|i,)} é uma base ortonormal de a
e podemos definir {|j5)} como sendo uma base ortonormal de b, entao [i4) pode ser

escrito como sendo

dim a dim b

V) = Z Z Cij lia) |Jb) = Z lia) |23) |

onde [iy) = Z;ﬁmbczj js). Enfatizamos que nio podemos dizer que {|i,)} sio ortonor-

mais.
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Por outro lado, podemos escolher {|i,)} de tal forma que p, = try(p) seja diagonal

nesta base. Sendo aqui ps, = |¢¥) (], ou seja, queremos

= Z )\z |ia> <ia‘ ) (268)

onde \; é ndo negativo e Y .\, = 1.

Entao escrevendo p, temos

Pab = |Yab) (Yap| = (Z |ia) !5b>> (Z (Kol kb) Z|Za (kal @ [i) (ks .

Tomando o trago parcial em p sobre o sistema b obtemos

P = tr, (Z i) (kal © [in) <f%b\) =30 (Z ia) (k| © [i) <ieb|> b) =

ik
> Jia) (kdl (Z (bli) kb|b> Z\Za (Kal (Z (ky|) <b|5b>> = (2.69)
ik b
Z i) (kal (Roliv) -
ik
Comparando as Egs. (2.68) e (2.69), vemos que, para p, ser diagonal, precisamos que
(ky|ip) = NiBks

e dessa forma mostramos que {|i;)} forma um conjunto de estados ortogonais e para

termos estados ortonormais e demonstrarmos a decomposi¢ao de Schmidt definimos |2;)

[i5) = /A liv)

Portanto temos a decomposicao de Schmidt

como sendo

|Yab) = Z VA lia) liv)

Chamamos as bases |i,) e |ip) de bases de Schmidt para a e b, respectivamente, e
os valores y/); sido os coeficientes de Schmidt para o estado [1),). Os coeficientes de
Schmidt sao uma importante propriedade de um sistema quantico composto, o qual,
determina e quantifica o emaranhamento entre os sistemas a e b [36], como veremos na

secao de emaranhamento 2.3.1.
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Além disso os coeficientes de Schmidt sao preservados por uma transformacao uni-
taria local no sistema a ou b. Como exemplo, se temos um estado [1),,) de um sistema

bipartido, pelo teorema da decomposigao de Schmidt [¢)) pode ser escrito como

) = VA1 [1a) 1) + V22124 [26) (2.70)

Aplicando uma transformagao unitaria local U = U, ® U, em (2.70), sendo que

Ua = |1) (La| +0) (24|
Uy = |0) (L] + [1) (2],

obtemos,

[0) = U ) = (11) (ial +10) al) ® (0} Gl + 1) (Gal) (/0 110} 116 + v/ Ra [24) [25)) =
(1) Gial + 10) (ial) © (VA1 112} 10) + /A 2) 1) = v/A1 [10) + /33 [01)

e isso mostra que estados de sistemas bipartidos podem ser escrito, via transformacoes
unitarias locais, como o estado |¥). Como vimos, as transformagdes unitarias locais
preservam os coeficientes de Schmidt que, como veremos na Sec. 2.3.1, é um conceito
que se torna um critério de separabilidade de estados puros bipartidos [40].

Como é mostrado em [16], ndo s@o todos sistemas quanticos de trés partes (abc) que
podem ser escritos utilizando uma decomposicao de Schmidt. Como exemplo, o artigo
cita os estados da classe GHZ (23, 7] e estado da classe W, onde o primeiro ja esta

escrito em uma decomposicao de Schimidt sendo o estado padrao

1

V2

j& o segundo que é uma superposicao de trés estados produtos,

IGHZ) = —(]000) + [111)),

1

V3

nao possui nenhuma decomposicao em apenas dois estados produtos como é mostrado
em [16, 10].

|W) (]001) 4 ]010) + |100)),

2.2.5 Entropia de von Neumann

O analogo quantico da entropia de Shannon é a entropia de von Neumann. Nao se
sabe de influéncia mitua, ja que Shannon estava interessado na teoria da comunicacao,
enquanto que von Neumann em entropia termodinamica e formalismo da mecénica

quéantica [38]. Em uma entrevista sobre Energia e Informagao, Shannon diz que foi von
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Neumann que sugeriu usar a palavra entropia para a equagao que tinha encontrado [47].

A féormula da entropia de von Neumann surgiu em 1927 como uma extensao da
entropia classica de Boltzmann e Gibbs para a mecénica quantica. A entropia de von
Neumann para um operador densidade do sistema (p), tal qual foi definido na Sec. 2.2.1,
é dada por

S(p) = —kgtr(plogp), (2.71)

onde kp a constante de Boltzmann, a qual von Neumann considerou como sendo 1
para tornar a entropia uma quantidade adimensional. Dessa forma, a entropia de von

Neumann fica sendo dado pela formula [36]

S(p) = —tr(plogp). (2.72)

A entropia de von Neumann tem um forma mais simples dada em funcao dos autova-
lores de p. Considerando a decomposigao espectral de p dada na Eq. (2.51) e calculando
o traco da Eq. (2.72) obtemos

S(p) = —trK;w <z‘\) log (;Aj 3 <jr>] (2.73)
= =Y (K _Zw (i) log (;Aj 3 <j|>]|k> (2.74)
= =D (k] _izjw <z’||j>logAj<j|] k) (2.75)
= = (K _;Ailong [8) (ilj) <j|] k) (2.76)

= =) (K| Z/\ilog%‘ |4) 0 4 (ﬂ] |2) (2.77)

= = (k] ZA log \; |7) <z|] k) (2.78)

ik



28 2.2. Teoria da Informacao Quantica

Em geral, utilizamos a Eq. (2.80)* para calcular a entropia quantica.

Quadro 1 — Expansao em série de Taylor de um operador A

Se A tem decomposicao espectral A = ).\, |7) (i|, podemos obter f(A) por

meio da expansao

F(A) = 1*+A+’3—,2+ ’g—f+... (2.81)
SIS Y g CHBA? | FADE o

(2.83)

NG 1) G A2 i)
=F+Z&mm+zﬂgﬁ””+zﬂ;ﬁ””+

(1+)\—|—/\—+_+ )Z| \:Zf()\iﬂi)(i\. (2.86)

Assim como na entropia de Shannon, é convencionado 0log(0 = 0. Em geral, utili-

zamos a base 2 para o logaritmo.
Propomos abaixo alguns exemplos que ilustram o célculo da entropia de alguns

estados quanticos:

Exemplo 1 O estado p; = |0) (0| tem autovalores 1 e 0 e a entropia de von Neumann
¢ S(p1) = —1logl —0log0 = 0;

O wiv
(e}

Exemplo 2 Para o estado p; = < ) que € uma matriz diagonal a entropia €

W=

S(p2) = —% log§ — %log% ~ 0,64;

Exemplo 3 Jd o estado ps = 210) (0] + % |0) (1] + 5 [1) (O] + 5 [1) (1] tem autovalores

14 %3 1-%
; _

o] = e g com isso sua entropia serd S(ps) ~ 0,55.

O resultado da entropia do Ex. 1 pode ser comparado ao caso classico de entropia
de Shannon nula, ou seja, para fontes de informacao onde um dos simbolos tem proba-
bilidade 1 e os demais 0, pois este operador indica que o sistema esta no estado |0) com
probabilidade 1.

Observe que no Ex. 2 o operador densidade é o mesmo dado pela Eq. (2.52),

sendo somente escrito na notacao de matriz. Esse operador densidade tem bastante

40s passos mateméticos da Eq. (2.74) para a Eq. (2.75) pode ser visto em no quadro 1
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semelhanca com p3 do Ex. 3, pois podemos interpretar o operador densidade py como
sendo um resultado de uma medida projetiva (Sec. 2.2.2) sobre ps. Ao realizar essa
medida, o estado p, perde as informacoes referente a diagonal secundéria, e isso explica
o fato de sua entropia ser maior que a do ps, pois temos menos informacgao sobre o

sistema em ps do que em ps.
Exemplo 4 Vamos agora comparar a entropia cldissica de uma fonte bindria dada por

H(p,1 —p) = —plogp — (1 —p)log(l—p),

(10) + 1) (0] + (11)

e a entropia de von Neumann do operador py = p|0) (0] + (1 — p) 5 .
Calculando os autovalores de py obtemos Ay = 2(14 \/2p> —2p+1) e Ay = (1 —

V2p? —2p+ 1), logo

S(p4) = —/\1 log )\1 — )\2 log )\2,

e tracando o grdafico 2.5 observamos que ambas as entropias tem mdrimo em p =

N |—

’

porém a entropia bindria tem mdximo maior que a entropia desse estado qudntico. E

Hop o ‘S‘(,{J—i) 06| — ,__\\\

(a) Entropia binaria (b) Entropia de S(p4)

Figura 2.5: Comparacoes entre as entropias quantica e classica

importante notar que p para a entropia bindria, se refere a probabilidade de obter um

dos simbolos da fonte, e p para py muda a estrutura do estado, como veremos abaizo:

e Sep =0, temos o estado puro p = |+) (+|, onde |+) = ‘0>j§|1>, logo a entropia é

zero como jd tinhamos falado anteriormente;
e Sep=1 o0 estado ¢ igual a py;

o Sep= %7 temos o estado de maior entropia para py que € dado por p' = w.

Para sistemas bipartidos, a entropia conjunta de um estado p,, é expressada por,

Sap = —tr(pab 10g(pas)), (2.87)
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a qual ¢ a expressao analoga a entropia conjunta classica de Shannon.
Como foi estudado na Sec. 2.2.4, podemos usar decomposicao de Schimidt para es-
crever um estado de um sistema bipartite como sendo [1g) = >\ V/A; |ia) |ip) € podemos

expressa-lo na notacao de operador como sendo
Pas = D /Ny lia) lis) (al (i (2.88)
4,J

e dessa forma, utilizando os conceitos de operador densidade reduzido tratados na Sec.
2.2.3 percebemos que os autovalores da matriz densidade do sistema a sao os mesmos

da matriz densidade do sistema b e assim concluimos que

S. = Sy, (2.89)

2.2.6 Entropia Relativa Quantica

Para a entropia quantica também podemos definir uma entropia relativa. E no-
tadamente importante a definicdo desse conceito para a entropia de Shannon, pois é
utilizada para verificar diversos resultados. Esse conceito na entropia quantica também
tem essa utilizacao. Considerando dois operados densidades p e o, a entropia relativa

de p para o é definida por

S(p||lo) = tr(plogp) — tr(plogo). (2.90)

Assim como na entropia relativa classica, a entropia relativa quantica pode, algumas
vezes, se tornar infinita. Isto ocorre quando o ntcleo de o tem um intersecgao nao-
trivial com o suporte de p, em outras palavras, temos estados com probabilidade nula
de acontecer para o e estados com probabilidades diferente de zero para p.

A principal implicacao da entropia relativa é que ela é nao-negativa. Esse resultado

é conhecido como Desigualdade de Klein e é expressada pela equacao
S(plle) =0, (2.91)

com igualdade se p = o, ou seja, decorrente da propria definicdo da pela Eq. (2.90)
[36]. A Desigualdade de Klein é uma ferramenta para mostrar muitas propriedades da

entropia de von Neumann, entre elas, o teorema 4

Teorema 4 Para espacos de Hilbert D—dimensional, a entropia do sistema serd no

mdzimo igual a log D.

Prova: A prova desse teorema sera obtida calculando a desigualdade de Klein para
um sistema p qualquer e um estado maximamente misturado //D, onde I é o operador
identidade.
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Seja p = pi Y, i) (il ¢ I = 3, 13) {jl, logo.
0 < S(pllI/D) = tr(plogp) — tr(plog(1/D)) (2.92)

= 50—t | ) il o <%er> m)] (293)
: N 1 N
= —S(p)—tr | Ymila G <log (5) +Y G logu))}zw)

:_ﬁw+zmmwwwwm> (2.95)
= —S(p)—l—ZpiPiklOgD (2.96)
— _5(p) +log D. (2.97)

Onde, P, é uma matriz duplamente estocéstica, ou seja, satisfaz a seguinte propriedade
> Pu=) Pp=1,
i k

e isso é provado fazendo as seguintes manipulagoes
P =3 (kJi) Gilk) = (klk) = 1. (2.98)

Além disso, Py, ¢ nao negativa, ou seja, Py, > 0, pois (k|i) é conjugado complexo de
(1|k). Portanto,
S(p) <logD. (2.99)

2.2.7 Relacgoes analogas a teoria da informacao classica

Por analogia a entropia de Shannon podemos definir a entropia condicional e a infor-
macao muitua quantica para sistemas quanticos compostos. Dada a particularidade da
mecanica quantica no que se refere a medidas, teremos dois tipos de entropia condicional

e consequentemente dois tipos de informagao mutua.

Para um estado quantico de um sistema quantico composto dos sistemas a e b, que

denotamos por p,;, a entropia condicional ¢ dada por
Sap = Sap — Sy (2.100)

onde a expressao S, ¢ equivalente a S(pa‘b), assim como a entropia mutua, S,p €
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equivalente a S(p,p). A informacdo mutua ¢ definida por

Iy = Sa+Sp— Sap (2.101)
= Sy — Sap = S — Shla- (2.102)

Apesar de terem expressoes parecidas, algumas propriedades da entropia de Shannon
nao sao obedecidas pela entropia de von Neumann. O fato de nao serem satisfeitas
é diretamente relacionada a natureza quantica do sistema. Por exemplo, para duas
variaveis aleatorias X e Y, a desigualdade H(X) < H(X,Y) é intuitivamente verificada,
j4 que nao se pode ter mais incerteza sobre a variavel aleatéria X do que sobre os
simbolos conjunto da fonte X e Y. Ja para o caso quantico a intuicao falha, quando

consideramos estados emaranhados.

Para o estado |(I>Ib> = %, que é conhecido como um dos estados de Bell e
calcularmos a entropia condicionada do sistema a ao sistema b usando a Eq. (2.100),
vemos que o resultado viola a intuicao. Pois, podemos obter resultados bizarros de
entropia negativa. Escrevendo os respectivos operadores densidades necesséirios para
utilizar a Eq. (2.100),

Pap = |Prap) (Piap| = Sap =0 (2.103)
1
Py = TTapa’b = 5 = S, = 1, (2104)
e assim temos que
Safp = Sap — Sp = —1. (2.105)

Esse resultado nao pode ser interpretado como perda de informacao sobre o sistema a
condicionado ao sistema b, mas ele tem uma interpretacao particular, onde resultados
dessa natureza s6 ocorre na Mecanica Quantica. Resultados que violam a propriedade
da entropia ser positiva mostra que o estado bipartido tem caracteristica diferenciadas,

isto é, este resultado pode ser interpretado como assinatura de emaranhamento.

A subaditividade forte da entropia de Shannon, tratado na Sec. 2.1.3 também
tem seu conceito analogo na teoria de informacao quantica. A subaditividade forte da
entropia de von Neumann ¢ um dos resultados mais titeis e importantes dessa teoria [36]
e neste trabalho é o conceito chave para a obtencgao dos resultados que serao apresentados

no Cap. 3.

A subaditividade forte da entropia quantica estabelece que para trés sistemas quan-

ticos a, b e ¢ vale a desigualdade

®Demonstracao pode ser vista em [36]
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Ainda podemos escrever a Eq. (2.106) como sendo

Safpe < Salp, (2.107)

onde podemos interpretar o conceito da subaditividade forte com os conceitos de en-
tropia condicional, e perceber que o condicionamento reduz a entropia. O motivo da
reducao da entropia é o mesmo da subaditividade forte classica. Mostra que a incerteza

do sistema a quando se conhece bc € menor que quando conhecemos somente b.

Temos também uma expressao de subaditividade para a entropia condicional [36],
que é dada por
Sa|bc < Sa\b + Sa\c- (2108)

2.2.8 O Calculo da entropia condicional baseada em medidas.

Agora que ja introduzimos o conceito de medida em sistemas quanticos, e os seus res-
pectivos formalismos, podemos voltar a discutir o resultado expressado na Eq. (2.105).

A idéia de sistemas quanticos condicionais nos remete a idéia de aferir uma medida.

Inicialmente no contexto das medidas projetivas, podemos considerar os projetores

de medida atuando no sistema b dados por II§ = [0) (0| e I = |1) (1| atuando em
Pap = ‘q):;z) <q’;b|, onde \CID:J) = L\gm), nos levando a
Hl‘)pa be
Palllt = —————, 2.109

S T (Mpes) (2:109)

onde ¢ = 0,1.
Para 7 = 0 temos

puny = 100) (00) (2110)
e para 1 = 1 temos

Pajie = |11) (11]. (2.111)

Agora podemos calcular a entropia condicionada para esse sistema quantico, observe
que para cada medida temos um resultado para p, . Escolhendo o caso i = 0, o célculo
1
da entropia de a condicionada a medida IT§ serd

S

a\Hg = 07

e nao negativa, onde de acordo com os projetores que usarmos o resultado dessa entropia

podera ser maior ou igual a zero.



34 2.2. Teoria da Informacao Quantica

Utilizando os trés elementos POVM proposto por [36], sendo eles

V2
m”) (1],
B - V2 (|0) — 1) (0] — (1])
2 1+\/§ 9 9
Es = I —FE) — Es.

Podemos obter outros resultados para a entropia condicionada a qualquer uma dessas
medidas relacionadas acima. Para elementos POVM a evolugao do operador p,, quando

for medido por E; é dado por

Esza,bEfJr
Tra,b(EfTEsza,b) ’

Pa|Eb =
logo, se condicionarmos o sistema a a medida FE, o operador densidade sera
pa\Ell’ = ’11> <11| )
e consequentemente a entropia condicional por medida desse sistema sera
Sa\El = 07

que mostra que temos certeza sobre qual medida ocorreu, o mesmo pode ser feito para
os demais F;. Esse calculo que a entropia condicional quantica depende das medidas
sempre serd positivo. J& a formula para a entropia condicional quantica obtida direta-
mente por analogia ao caso classico (entropia de Shannon), S, = Se — Sp, apresenta

resultados negativos para alguns estados quanticos emaranhados.

Da entropia condicional quantica por medida podemos definir outro tipo de infor-

magao mutua, pois da Eq. (2.101), temos que
Iy = Sa + Sb - Sa,b = 5’a - Sa|b = 5’b - Sb|aa

sendo que as duas tltimas igualdades tem entropias condicionais, que como visto ante-
riormente, podem ser calculadas por meio de medidas. E assim, teremos a informacao

mttua por medida que foi definido pela Ref. [25] como sendo

T = HA% S, — pr at), (2.112)

que é o conjunto de correlacoes classicas entre o sistema a e b. Tomamos o conjunto de

medidas {M?%} que maximiza a informagao sobre o sistema a.
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2.3 Teoria do Emaranhamento

No ano de 1935, surge a primeira discussao sobre o conceito de emaranhamento. Em
um artigo publicado por Einstein-Poldolsky-Rosen (EPR) [17], onde EPR questionam
o principio da superposicao aplicado em sistemas compostos. EPR utilizam a idéia de
superposicao de sistemas compostos e uma definicao de realidade fisica e da incapacidade
de serem transmitidas a velocidades superiores a velocidade da luz para demonstrar que
a Mecanica quantica é uma teoria incompleta.

Também em 1935, Schrédinger apresenta o paradoxo conhecido como gato de Schré-
dinger, no qual o artigo [42] apresenta uma experiéncia imaginaria, onde coloca-se um
gato dentro de uma caixa completamente isolada. Dentro da caixa, coloca-se um me-
canismo contendo um atomo instavel no qual pode se tornar estével liberando energia
que ¢é usada para acionar um dispositivo que libera um gas mortal que mata o gato.
Sabemos que com Mecanica Quantica s6 podemos determinar a probabilidade do &tomo
decair, e nao temos como determinar quando isso ird ocorrer [40].

Podemos escrever o estado desse sistema imaginario, onde podemos considerar o
atomo instavel como sendo |A;) e |Ag) apos a estabilizacdo, e descrever a condi¢ao do
gato como sendo vivo e morto pelo estados |Vivo) e |[Morto) respectivamente. Entao o

estado global do sistema é
|V) = a|A1,Vivo) + B |Ag,Morto) , (2.113)

onde |a)? + |B]*> = 1, ou seja, |a]? e |B]? sdo as probabilidades do atomo decair ou nao
respectivamente. Essa ligacdo entre os dois subsistemas (gato e atomo) foi nomeado
por Schrodinger como sendo Verschrinkung que foi traduzido para o inglés como sendo
entanglement e para o portugués como emaranhamento [40).

Tanto EPR como gato de Schridinger questionavam aspectos de localidade e reali-
dade da Mecanica Quantica que sao questoes importantes para a completude da teoria.
Iniciou-se entao uma nova area de investigacao sobre a possibilidade de se completar
a Mecanica Quantica com varidveis ocultas, e é com esta que o emaranhamento se
desenvolve [15].

John Bell em 1964, estabeleceu uma distingao absoluta entre a mecanica quantica e a
mecanica classica no artigo [1], onde considerou uma teoria local e com variaveis ocultas,
que determinam o valor de medidas, e deriva limites superiores sobre as correlacoes de
observaveis de tal teoria [15]. Ele nota que alguns tipos especiais de estados emaranhados
violam suas desigualdades, que ficou conhecida como desigualdades de Bell. Bell dessa
forma deixou claro a necessidade de na Mecanica Quantica ser feito uma escolha de qual
propriedade da teoria deve ser descartada, o realismo ou a localidade. Se escolhemos
pelo realismo, admitimos a existéncia de variaveis ocultas que nao conhecemos, mas que

faz com que os resultados sejam os apresentados. Para a nao-localidade aceitamos que
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acontecem interacoes a distancia.

Estamos longe de uma teoria geral de emaranhamento, porém muitos estudos tem
sido feitos na intencao de entender esse conceito. O emaranhamento é encarado como
um recurso disponivel na Natureza para a computagao quantica [36].

Atualmente, existem muitas teorias feitas para sistemas emaranhados bipartidos e
pouco se fez para sistemas multi-partidos. Nesta dissertacao estudamos relacoes que

envolvem sistemas puros multi-partidos.

2.3.1 Caracterizagao de Emaranhamento e Critério de Separa-
bilidade

Inicialmente, vamos caracterizar o espaco de estados onde estao os estados emara-
nhados, que como ja adiantamos na Sec. 2.3 é o espaco de estados de um sistema fisico
composto. A Mecanica Quantica nos diz que se tiver sistemas quanticos numerados de
1 a n, e cada sistema for preparado no estado |¢;), decorre que o estado do sistema
composto serd |¢1) @ |1o) ® ... [1,) [36].

Se temos dois sistemas quanticos denominados a e b, dizemos que temos um sistema
bipartido. Suponhamos que |a) = Ag|0,) + A1 |1l,) seja um estado do sistema a e
1b) = Y0 |05) +71 |15) seja um estado do sistema b, onde [X\g|*+|\1]? = 1 e [0 +|11]? = 1.
O produto tensorial entre |a) e |b) serd um estado do sistema composto ab.

A representacao desse estado do sistema composto de a e b serd dado por

[Yap) = la) @ [b) = (Ao |0a) + A1 [1a)) @ (70 |06) + 71 (1))
= 07 104) @ [0p) + X071 [0a) ® |1p) + A0 [1a) @ [06) + A1y1 [1a) @ [1p)
= 2070104} [05) + X071 [0a) [16) + 170 [La) [05) + A1y1 [1a) [1s)
= 207 (0a05) + X071 [0a15) + A170 [1a0p) + A1y1 [Lals) - (2.114)

Podemos ainda omitir os indices que indicam a qual o sistema pertence o gbit e a Eq.
(2.114) fica
|thab) = X070 [00) + Aoy1 [01) + A1yo [10) + Aiya [11) (2.115)

Dizemos que um estado de um sistema quantico composto é emaranhado se nao

podemos escrevé-lo como produtos de estados individuais de cada subsistema [36].

Exemplo 5 O estado |¢q) = 3(|11) — [10) 4 |01) —|00)) ndo € emaranhado, pois pode

ser separado como o produto de dois estados individuais
1

’(pab> = \/5

1

(1) + |0>)\/§

(1) =10)) = la) [6) = [a) @ |s) - (2.116)

00)+|11) ~ . L
Exemplo 6 O estado |9/,) = % nao € separdvel, pois nao podemos escrever como
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produto de dois estados de um 1nico qbit. De fato, podemos nos convencer mostrando
que |D7,) nao é um estado da forma de (2.115). Pois para |®},) = |ta) seria necessdrio

termos

)\0”}/1 = 0,
A1y =0,

1
AoV = —=,

-5

A = E,
que nos leva a absurdos matemdticos, e portanto |®F) # |a) |b).

Nem sempre é simples verificar se o estado composto é separavel ou nao, entao para isso
¢ utilizado alguns critérios para tomar essa decisao. Neste trabalho estamos interessados
em estudar sistemas puros bipartidos, e podemos detectar se sao emaranhados ou nao
utilizando Decomposicao de Schmidt que foi explanado na Sec. 2.2.4.

Vimos que um estado puro de um sistema composto ab pode ser escrito na forma
n
W)ab> = Z V /\z |ia> |Zb> ) (2117)
i

onde v/); sdo os coeficientes de Schmidt do estado [¢g). A quantidade de coeficientes
de Schmidt nao nulos da soma ¢ chamado de nimero de Schmidt (NS). Se NS =10
estado é separéavel, para NS > 2 o estado é emaranhado.

O ntmero de Schmidt é um bom detector de emaranhamento pois é preservado por
transformacao unitaria local [36]. Dessa forma, podemos utilizar a entropia de von
Neumann para quantificar o emaranhamento de estados puros [3|, ou seja, se py, =
|9ap) (ap| € 0 operador densidade que descreve um estado puro do sistema ab, entdo a

quantidade de emaranhamento de p,;, é

E(thay) = —tr(palog pa) = —tr(pslog ps), (2.118)

onde p, = try(pa) € pp = tra(pa). Sendo |ty) dado pela Eq. (2.117), podemos

reescrever F(1y,) como sendo
E(Wa) ==Y _ Ailog ;. (2.119)

2.3.2 Medidas de Emaranhamento

Nesta secao mostraremos os requisitos de um bom quantificador de emaranhamento

em termos de uma funcao matemética. Entretanto, para estados mistos nao existe
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somente uma maneira de quantificar o emaranhamento, mas é consenso que toda medida

de emaranhamento E deve satisfazer aos seguintes itens [8]:
e Se p for separavel, entdo E(p) = 0;
e O grau de emaranhamento de p nao pode aumentar por Operagoes Locais e Co-
municagoes Classicas (OLCC)®, isto é:

E(Aorcow) < E(p);

e Continuidade: No limite em que a distancia entre dois estados tende a zero, a

diferenca entre seus emaranhamentos deve tender a zero, ou seja,
E(p) — E(c) — 0

para ||p — o|la — 0, onde ||A||s = VATA;

e Subaditividade: O emaranhamento do produto tensorial de dois estados nao deve

ser maior que a soma do emaranhamento de cada estado, isto é:
E(p® o) < E(p) + E(0).

o Convexidade: O emaranhamento deve ser uma funcao convexa, isto é:
B+ (1= \)o) < AB(p) + (1 = N E(0),

onde 0 < \ < 1.

Medidas gerais de emaranhamento ainda sao uma questao em aberto. A medida de
emaranhamento mais popular para estados mistos é o Emaranhamento de Formacao

(EF), proposto pela Ref. [3]| e é dado por

Eylpw) = min > piS(pu). (2.120)

{pi>|i

onde o minimo é tomado sobre todas as possiveis misturas de estados puros {p;,1;} que
geram o estado p. Pois, como mostrado na Sec. 2.2.1, um matriz densidade pode ter
muitas decomposicoes diferentes, entre elas, temos o menor emaranhamento médio.
Para estados puros, como ja mencionamos na Sec. 2.3.1, a entropia de von Neumann
é um bom quantificador. Pelo Teorema 4, temos que a quantidade de emaranhamento

para estados puros varia de 0 a log, D.

SE o ato de Alice e Bob poder realizar operacdes arbitrarias em seus sistemas locais, incluindo
medidas, porém, s6 se comunicam usando um canal cldssico, inclusive para informar qual a operacao
realizou em seus sistemas [36].
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2.3.3 Monogamia de Emaranhamento

O emaranhamento tem ainda outra caracteristica importante, chamada de monoga-
mia de emaranhamento. Se temos dois subsistemas a e b puros, tanto a como b nao
podem ter emaranhamento com um terceiro subsistema c |4, 46, 27, 11].

Para um sistema puro tripartido abc temos uma relagao monogamica que mostra que
a soma das correlacoes quanticas entre o sistema a e b (emaranhamento) e as correlagoes
classicas entre o sistema a e ¢ (informagao mutua por medida) sdo iguais a entropia do
sistema a 28], conhecida como relagdo de Koashi-Winter, tem sido muito utilizado em
estudos de interacao entre sistemas bipartidos e o meio ambiente como pode ser visto

nas Refs. [39, 24|. Apresentaremos sua prova no teorema 5 a seguir.

Teorema 5 Quando p.. € o complemento b para o estado pyy, temos que
ECL b _'_ a|c = Sa?

onde o complemento b é a parte que purifica o sistema puro tripartido abc, tal que,
try[pave] = Pac € tre[pave] = pap- A expressio S, = S(pa) € a entropia de von Neumann
do operador densidade p, = try(par) = t7e(pac), Eap = E(pa) € 0 emaranhamento de

formacgao e a|c = J(paje) € a Informagao Miitua por medida.

Prova: Da definicao de emaranhamento de formacao temos que

Ey(pw) = min, sz (tryles) (wal)), (2.121)

Di,|Ys)

onde {p;,1;} € o ensemble de estados puros que minimiza a formagao de emaranhamento
entre ab, satisfazendo ). p; |1:) (¥i| = pap-

Da expressao de Informagao Mutua por medida é possivel obter a seguinte desigual-
dade

a|c sl sz trb |7/)7,> <wl|] (2122)

conforme podemos perceber pelo diagrama na Fig. 2.6.
A informacao mitua entre a e ¢ é obtida escolhendo um conjunto de medidas M

que maximiza a correlacao classica entre os sistemas a e ¢, dada pela expressao

Joe = max[S, — Zka Palk)] (2.123)

{M¢}
onde pai, = tre[(la ® Mg)pac|/pr € 0 estado da parte a ap6s o conjunto de medidas M
ter atuado na parte ¢ com probabilidade py = tr.[(I, ® Mf)pacl-

Observe que podemos escolher o conjunto de medidas M} que nos permite escrever
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iy

Figura 2.6: Diagrama de Veen das correlagoes do sistema quantico abe. Entre as linhas

pontilhadas temos ;Tc

a Eq. (2.122) como sendo

alc

Podemos também, obter essa relacao partindo do pressuposto que o rank do operador
M} é em geral maior que um. Podendo assim tomar uma decomposigao My = Zj M,

onde My, sao operadores de rank-1. Dessa forma, partindo da expressao

E¢(pab) > Zpkjs(”bﬂﬁﬁkﬁ (Pr51]) (2.125)

onde o ensemble {py;, |pr;)} satisfaz a equagdo ), prj |Prj) (Prj| = pav- Escolhendo
My, que maximiza a informagao mitua sobre o sistema ac, obtemos um ensemble que

minimiza {py;, |¢x;)} 0 custo de E(pap), logo podemos concluir que

Et(par) = > 0k S(prs) = Sa — Ty (2.126)
kj
Portanto,
Eop + Jgje = Sa-
|

A prova completa da relacao de Koashi-Winter pode ser vista na Ref. [28].

2.4 Discordia Quantica

Ja apresentamos nas Sec. 2.2.7 e 2.2.8 as expressoes para a informacao mutua que
no primeiro caso ¢ uma expressao obtida por analogia ao caso classico tratado na Sec.
2.1.2.3 e no segundo caso tem dependéncia da medida quantica.

Para sistemas classicos, nao temos essas duas variacoes da informacgao mutua dadas
pelas Eqgs. (2.101) e (2.112). Porém, para o caso quantico, temos um certo tipo de

estado quantico, ditos classicos, que faz com que a diferenca entre esses dois tipos de
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informagao mutua seja também nulo.

Considerando um sistema quantico composto por um aparato de medida a e um
sistema quantico s qualquer. Suponhamos que apds uma interacao entre esses sistemas,
antes de ocorrer a medida, o par as esteja correlacionado [37]. Podemos entdo escrever

a informacao mutua do par as como sendo
[s:a - Ss + Sa - Ss,a; (2127)

mas sabemos que também podemos escrever a informacao muitua em funcao da medida,
ou seja,
5o =max[S, — Y paSears 2.128
= max| Zp ] (2.128)
Chamamos de discordia a diferenca entre as Eqs. (2.127) e (2.128) que é dada por
[37]

— _ —
- - [S:(L - 5|a

= Ss+ Sy — S50 — max[S, —sz |Ma

(Mg}

- Sa - Ssa Ss a
, +g&>§[ [(a1g)]

= Sa = Ssat glﬁ[z PaSsiimzy]s (2.129)

onde p, = tr o(M2ps.q)-

A discordia quantica da forma como expressada acima nao é simétrica, pois é de-
pendente da medida M2 sobre o sistema a para o observador ter informacao sobre o
sistema s. Existe um tipo especial de discordia que nao sera tratada nesta dissertacgao,
porém ¢é simétrica, valendo inclusive para sistema multipartidos. Um estudo sobre esse
tipo de discordia pode ser encontrado na Ref. [35].

A motivagao para o estudo da discordia quantica foi os efeitos das medidas quanticas
em sistemas quanticos. A Ref. [49] mostra como correla¢oes de um sistema com outros

sistemas pode fazer com que um de seus observaveis se comporte de forma classica.

Esses estados aparecem quando acontece a medida dos estados do sistema s pelo
aparato a. Como ja tinhamos mencionado acima, antes de ocorrer a medida o estado
conjunto sa (sistema-aparato) é emaranhado e podemos exemplificar a ambiguidade de

bases no qual o sistema sa pode ser representado pelos seguintes estados

|thsa) = (!00> +11))

Sl

ou

[Vsa) = = (I+4) +[==)).

7
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A Ref. [49] sugere que o aparato de medida escolhido faga interagao somente com os
sistemas fisicos do meio e. Sendo assim, o aparato so registra um observével particular
(diagonal na base |0) e |1)), impedindo assim que aparegam superposigao desses estados.
A interagao entre o aparato a e o meio e é dada por um Hamiltoniano de interagao (H;,,)

no qual, a evolucao unitaria dependente do tempo é representada por
U(t) = 0) (0] @ Un(t) + 1) (1] @ U1 (2),

onde U(t) [thsq) nos leva ao estado tripartido dado por

1

V2

onde o indice P indica que o estado conjunto sa ja interagiu com o meio e.

[Yaser)” = —z(100&0) + [11€1)),

Apos a evolucao, o estado conjunto sa é dado pelo operador densidade

9l = 11 (e, = 5100} (00] 4+ 11) (11]) + 3 (6ola) 100) 1]+ |11 00, (2.130)

onde (£|&1) = 2(t) é a amplitude de correlagdo da diagonal secundaria [49] que depende
das condigoes iniciais de interacao do aparato com o meio. Para t — oo teremos
z(t) — 0, indicando assim o fim do emaranhamento entre o sistema sa. Esse processo
¢ conhecido como decoeréncia quantica [37].

Reescrevendo pf’ em fungao da amplitude de correlagao z(t) podemos calcular a

discordia do sistema s em funcao da medida realizada pelo aparato a, dada por

1 — (1) 1+ 2(t)
= 1+2(8)

sla

log(1 — =(#)) — 1] + [log(1 + (%)) — 1],

onde 0 < z(t) < 1 e o grafico na Fig. 2.7 mostra como interacdo do meio e com o
aparato a destroi as correlacoes entre o sistema quantico s e o aparato de medida a e

mostra como operacoes local perturba o sistema conjuntos sa.

T 07 ,
(55|a /

osk /

o4 f /
03f
02 f

Figura 2.7: Discordia de p? .

A decoeréncia em sistemas quanticos é um processo fundamental no processo de
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investigacao do processo de medicao. Alguns resultados neste sentido foram obtidos
experimentalmente usando fétons emaranhados, esses resultados podem ser vistos na
Ref. [12].

Observe que antes da medida existia uma ambiguidade na representagao do estado
do sistema sa, porém essa ambiguidade desaparece pela selecao feita pelo aparato, de
forma que ao escrever pl, na base {|+),|—)} ndo conseguimos mais ver as correlagoes

que tinhamos antes da medida,

ph = GUHHH) (oot ) (o] ) G o) (4
=) (=] =) (o] =) o] =) ==,

A Ref. [37] mostra que a principal diferenca entre o emaranhamento e a discordia
quantica como medida de correlacao quantica, é que pode continuar tendo discordia
mesmo quando nao ha emaranhamento nenhum. Isso é ilustrado no gréafico na Fig. 2.8
que mostra a discordia para o estado de Werner

pl¥ = =2 (100) (00| + [10) {11]) + 2 (100) {00] + [00) (1] + 1) (00] + 1) (1],
s6 desaparece para z = 0 [22]. Sendo que o emaranhamento desaparece para z < %

A discordia quantica pode ser entendida também como medida de capacidade de
distin¢do de estados quanticos. Por exemplo, o estado p,, = 3(]00) (00] + [11) (11])
tem discordia nula. Nesse estado, Bob consegue distinguir entre os estados |0) e |1),
ou seja, como dito anteriormente, esse estado estd classicamente correlacionado. Ja o
estado pl, = 3(]00) (00] + |14) (1+|) que tem discordia nao nula, qualquer medida que
Bob fazer no seu sistema ira perturbar o estado p,. Sendo assim, impossivel de Bob

determinar o estado de Alice.

0.8
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1
:
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0.6 1 Separable | Entangled
5 :
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04| ' /
1
= 1
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0.2k :
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Figura 2.8: Discérdia de p,, .
Fonte: Figura da Ref. [37]
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2.5 0O Demo6nio de Maxwell

O demoénio de Maxwell foi introduzido por J.C. Maxwell em 1871, no qual ele discutia
o cardter estatistico da segunda lei da termodinamica [34]. Entretanto, o deménio de
Maxwell foi tratado como um paradoxo por muito tempo, por fim, foi “exorcizado” por
Landauer e Bennett [31].

Mas o que é o demonio de Maxwell? Vamos considerar um sistema completamente
isolado do meio, divido em dois compartimentos A e B, interligados por um pequeno
orificio com uma porta deslizante controlada por um ser inteligente. Considerando que
dentro do reservatorio tem um gas distribuido entre os dois compartimentos A e B,
sendo que o gas no compartimento A encontra-se mais frio que o gas do compartimento

B, conforme ilustrado na Fig. 2.9.

Figura 2.9: Demonio de Maxwell.

O trabalho do demoénio é observar as moléculas nos compartimentos e verificar as
suas respectivas velocidades. Se o demonio detecta uma molécula em A vindo em
direcao ao orificio cujo quadrado da velocidade é maior que a velocidade quadratica
média das moléculas de B, ele abre a porta e deixa ela passar para B. Em seguida,
procura em B uma molécula cuja velocidade quadratica é menor velocidade quadratica
média das moléculas de A, novamente abre a porta deixando-a passar para A. Ele
impede que as outras moléculas passem de um lado para o outro, mantendo assim
o namero de moléculas de A e B inalterado. Considerando que a porta tem atrito
desprezivel, percebemos que o demonio de Maxwell consegue esfriar o compartimento
A e esquentar ainda mais o compartimento B sem realizar nenhum trabalho. Dessa
forma, aparentemente, esse processo violaria a segunda lei da termodinamica [31].

O demonio de Maxwell foi exorcizado por Charles Bennett usando o principio de
Landauer. O principio de Landauer afirma que o apagamento de 1 bit de informacao
aumenta a entropia do meio em K;,1n2 [29]. Em outras palavras, para apagar 1 bit de
informacao, gastamos K,7T In2 de energia [31]. O Principio de Landauer foi verificado
experimentalmente pela Ref. [44].

Charles Bennet mostrou que o demonio nao viola a segunda lei, pois para determinar
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a velocidade das moléculas, o mesmo deve realizar medidas e armazenar na memoria
os resultados dessas medidas. Porém, como toda memoria é finita, o demoénio deve
apagar informacoes em sua memoria, para assim conseguir ter espaco para armazenar o
resultado de novas medigoes. O ato de apagar as informagoes aumenta a entropia total

do sistema demonio-reservatoério-ambientes [2].

2.5.1 O “Demo6nio” causa Discordia

Nesta secao iremos reproduzir os resultados apresentados na Ref. [50], onde é mos-
trado que a discordia quantica (Sec. 2.4) determina a diferenca entre a eficiéncia de um
demonio de Maxwell quantico e cléssico.

Considerando um conjunto composto por um sistema quantico s, um aparato de
medida quantica a e um demonio de Maxwell que usa as informacoes sobre o sistema s
dadas pela medida do aparato a para extrair trabalho deixando o sistema s expandir em
toda a dimensdo do sistema conjunto sa (ds,) que estd em contato com o reservatorio
térmico a uma temperatura constante 7. Sendo dessa forma, o demonio consegue, em

principio extrair um trabalho
W Jkp, T = logds, — I%%X[SS“M;}], (2.131)
a um custo de apagamento de memoria de
W¢ kg, T = S,, (2.132)

onde kp, é a constante de Boltzmann adaptada para lidar com entropia expressada
em bits e o indice C' na expressao do trabalho é a indicacdo que neste caso temos um
demonio classico atuando no sistema. O demonio classico atua no sistema quantico sa
de forma local, atuando somente em um dos sistemas. Dessa forma, o trabalho liquido
que o demonio classico consegue ganhar é dado pela diferenca entre as Eqs. (2.131) e
(2.132), sendo portanto

Wc/]{?B2T = IOg dsa — Sa — H]\l/[éi;X[Ss‘a] (2133)

x

" no sistema emaranhado sa pode aumentar o

Observe que o processo de decoeréncia
custo de apagamento de memoria. Isso se deve ao fato que sistemas decoerentes tem um
aumento de entropia, devido as perdas de informagao referente as medidas auto-seletivas
da interacao do aparato com o meio.

Por outro lado, um deménio quantico, teria a capacidade de realizar medidas globais

no sistema sa, logo o custo de apagamento de informagao pode ser menor. Dessa

"Tratado na Sec. 2.4
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forma, podemos dizer que o demoénio quantico pode extrair mais trabalho de um sistema

quantico sa. O trabalho liquido que um demonio quantico pode tirar do sistema é
WQ//{ZBQT = log dsa — Ss,a' (2134)

Calculamos a diferenca de eficiéncia de extracao de trabalho pelos demonios quantico
e classico fazendo a Eq. (2.134) menos a Eq. (2.133),

AW/kBQT = log dsa - Ss,a - {1Og dsa - Sa - %%X{Ss\a]} = Sa + H]‘l/[aaX[Ss|a] - Ss,om (2135)

e notamos que na ultima igualdade, temos uma expressao que ¢é igual a Eq. (2.129),

que é a discordia quantica. Podemos entao reescrever a Eq. (2.135) como sendo

AW = kg, T55, (2.136)

sla*



Capitulo 3

Relacoes de distribuicao de

emaramanhento e discordia

3.1 Emaramanhento e Discordia

para sistema tri-partidos

Primeiramente, gostariamos de revisar os resultados apresentados nas Refs. |20, 19].
Emaramanhento de formacao e discordia quantica sao medidas de correlagoes quanticas.
Sabemos que, para sistemas puros de duas partes os resultados de discordia quéntica
(DQ) e emaranhamento de formacao (EF) resultam iguais. Esta em aberto a relagao
entre esses dois conceitos para um estado geral misto. Aparentemente nao existe uma
relacao para estados mistos entre EF e DQ, mas foi mostrado que para estados puros
tripartido o EF e a DQ obedecem uma relacao fundamental entre emaranhamento e
discordia [20], a qual, vamos derivar nesta se¢ao.

Como visto na Sec. 2.3.1, um sistema puro abc satisfaz a seguinte relagao monoga-
mica

Buy+ J5 = S.. (3.1)

ale

Da definicao de DQ dada por
=1 — J (3.2)

ale = ales

substituindo a Eq. (3.1) na Eq. (3.2), obtemos a equagao

= Ty — Su + Eae (3.3)

alc
Da Eq. (2.101), sabemos que I,.. = S, — Sgc € substuindo na Eq. (3.3), temos

Eop = 640 + Sajes (3.4)

ale

que denominamos relacao fundamental entre EF e D( para sistema puros tri-
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partidos [20].
Trocando b e ¢ obtemos
Eac = dap + Sajps (3.5)

e percebemos que ao somar a Eq. (3.4) com a Eq. (3.5), obtemos

Eup+ Eoe = ;—‘b + 05 + Saje + Sap (3.6)

ale

Eop + Eae = Ogp + Ogje + Sae — Se + Sap — Sp. (3.7)

Para sistemas puros, da decomposi¢ao de Schimdt (Sec. 2.2.4) sabemos que os opera-

dores densidades tem os mesmos autovalores e com isso suas entropias ficam sendo

Sue =S (3.8)
S. = Sy (3.9)

Substituindo as Eqgs. (3.8) e (3.9) na Eq. (3.7) obtemos a lei de conservagdo para
sistemas de 3 partes
Eop + Eoe = 04 + g, (3.10)

ale*

Se considerarmos a parte ¢ do sistema como sendo o meio no qual o sistema ab
estd inserido, conforme interpretacao da Ref. [20], entendemos porque a Eq. (3.10) é
chamada lei de conservagao pelos autores, pois para um sistema puro tripartido, a soma
de todos os possiveis emaranhamentos bipartido compartilhados com um subsistema
particular (a), determinado pelo EF, nao pode aumentar sem que aumente a soma das

DQ compartilhadas com esse mesmo subsistema.

3.1.1 Informacao Inacessivel Localmente para tri-partido

Da relacao de conservacao (3.10) podemos escrever as seguintes permutagoes da Eq.
(3.10),

Eyo+ By = 5,‘)@ + (5;|_c (3.11)

Eeog+ Eep = 2@ + (52@. (3.12)

Essas relagoes considerando um ciclo de emaranhamento e discordia nos permitem

entender como que cada sistema se relaciona com os demais por meio desta o6tica da

relacao fundamental entre EF e DQ. Dessa forma, podemos ampliar nossas percepcoes
das possibilidades de fazer teorias considerando sistemas puros multi-partidos.

Assim sendo, no contexto da Informacao Inacessivel Localmente (IIL) para sistemas

quanticos, foram mostradas relagoes ciclicas e nao ciclicas para o emaranhamento e

discordia [19]. Para um sistema quantico puro abe, medido por medidas sequenciais
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fechadas na forma (¢ — b — a — ¢) nos pares bc, ab e ca, a sequéncia de IIL no estado

puro é calculado pela soma das DQs,
L = 51;\ + 5a|b + 52@. (3.13)

Essa expressao representa o ciclo de IIL quando o estado puro abc é medido por um
conjunto de medidas (projetivas ou POVM) sobre ¢, b e a, representando o ciclo no
sentido horario (Fig. 3.1). Da mesma forma que se considerarmos as medidas a — b —

¢ — a obtemos o fluxo no sentido anti-horéario (Fig. 3.1)

Lo = b5+ 65 + 65 (3.14)

(a \
alb c\

b\ 6b\ <c \

—
c|b

Figura 3.1: Representacdo de sentido horario (setas vermelhas) e anti-horario (setas
azuis) do ciclo de IIL. A soma das duas possibilidades de dire¢des do ciclo IIL resultam
na soma dos possiveis EF entre os pares do sistema puro tripartido abc.

Observe que somando as Eqgs. (3.10), (3.11) e (3.12) obtemos uma média de IIL no

sentido horéario e anti-horario

2Ea,b + 2Eb7c "’ 2Ea c 5b|c "’ 5a\b + (5 + 517‘ + 5c|b + 5(1‘0 (315)
2Ea,b + 2Eb,c + 2Ea,c = EC + ‘CO (316)

Lo+ L
Bap+ By Boo = =02, (317)

Por outro lado, calculando a diferenga entre as Eqgs. (3.13) e (3.14) e substituindo
as Eqgs. (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos a relacao

Lo — Lo

= = (Bay = 03 + (Boa = 03) + (B — 05, (3.18)

que, como podemos ver, o lado direito da Eq. (3.18) pode ser visto como a soma
Sale + Sepp + Shja que desaparece pois estamos tratando de um estado puro abe, ou seja,

temos que

Spla+ Sejp+Sajc = Sta—Sa+Sep— Sy + Sac—Se = Se— Sg+Sa— S+ 5 —S. = 0. (3.19)
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Temos como consequéncia L., = L, resultando em

Ewp+ Epe+ Eye=Lo) = 5;6 + 55,) + 5;1. (3.20)

Por outro lado se fizermos a diferenga entre as Eqgs. (3.14) e (3.13) e fazendo a

substitui¢ao das Eqgs. (3.10), (3.11) e (3.12), obtemos a relacdo inversa a Eq. (3.18)
porém com o ciclo oposto,

Lo—L
2B — (66 = Eue) + (0 — Bea) + (6 — Eva) (3.21)

onde podemos escrever o lado direito da Eq. (3.21) como sendo a soma das entropias
condicionais Spjq +Sejp +Sq)c. Observamos que essa soma resulta em zero, como pode ser
visto na Eq. (3.19). Novamente, concluimos que L, = L. Chegamos a uma equagao

analoga a Eq. (3.20), porém seguindo o fluxo no sentido anti-horario,

.

Ea,b -+ Eb,c + Ea,c - ﬁ@ == % + (5% + (5:;‘0. (322)

As Egs. (3.20) e (3.22), juntamente com a lei de conservagao (3.10) sao classificadas
pelas Refs. |20, 19] como sendo uma alternativa de interpretagdo do EF. A soma de EFs
pode ser interpretado como a aquisicao de informacao inacessivel localmente por meio

de medidas quanticas em um sistema quantico puro tripartido.

3.1.2 Derivacao Alternativa para as relacoes ciclicas

de EF e DQ para sistemas tri-partidos

Até agora temos apresentado os resultados publicados na Refs. [20, 19]. Vamos
propor agora uma forma alternativa e mais simples de obter as Eqs. (3.20) e (3.22) que
envolvem medidas em ciclo.

Para um sistema quantico puro tri-partido abc podemos escrever as seguintes relacoes
fundamentais entre EF ¢ DQ

By = 0y + She (3.23)
Eae = 55[; + Sajp (3.24)
Eep =04 + Selay (3.25)
que quando somadas obtemos,
Ea,b + Eb,c + Ec,a = ;;I; + 5;1[; + (<:|_a + Sb|c + Sa|b + Sc|a- (326)

Analisando separadamente as somas das entropias condicionais, percebemos que elas se
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anulam,
Sb|c+Sa|b+Sc|a:Sb,c_Sc+Sa,b_Sb+Sc,a_Sa:Sa_Sc+Sc_Sb+Sb_Sazoa

pois podemos reescrever as entropias condicionais usando decomposicao de Schimidt.
Portanto a Eq. (3.26) fica

Ea,b + Eb7c + Ec,a = j:\_a + 5l<)|_c + (5;—‘[), (327)

que é a relagao de conservagao entre EF e DQ da pela Eq. (3.20), porém obtida de uma

forma simplificada.

Também podemos chegar a Eq. (3.22) escrevendo as seguintes relagoes fundamentais
entre EF e DQ

Ey. = 5,% + Shla (3.28)
Ec,a - 5% + Sc\b (329)
Eﬂ,b - :z—|c + Sa|07 (330)
somando-as, obtemos
Eye+ Eea+ Eap = Oy + 05 + Ogpe + Stja + Sefp + Sajes (3.31)

sendo que a soma das entropias condicionais da Eq. (3.31) resultam em
Sb|a+Sc|b+Sa\c:Sb,a_Sa+Sc,b_Sb+Sa,c_Sc:Sc_Sa+Sa_Sb+Sb_Sc:07

e nos leva a
Eop + Epe+ Eqe = 05y + 05 + 0, (3.32)

ale*

As Egs. (3.27) e (3.32) mostram como se comporta um ciclo fechado de medidas

quanticas (POVM) sobre um sistema quantico puro de trés partes abc.

A Eq. (3.27) mostra que ao escolhermos os pares de informagao mitua ao qual quer
se medir, neste caso bc, cb e ba, seguindo um ordem decrescente, ou seja, medimos a e
comunicamos ¢, em seguida medimos ¢ e informamos b e logo medimos b que comunica
a obtendo assim um ciclo fechado de informacao acessivel por medida. Isso resulta
nas relagoes ciclicas entre EF e DQ. Para Eq. (3.32) também temos um ciclo fechado
porém seguindo uma ordem crescente, isto é, (a —» b — ¢ — a). Observamos que
a soma dos emaramanhentos nao altera conforme mudamos o sentido do fluxo fechado

de medidas.
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3.2 EF e DQ para sistemas quanticos de 4 partes

Nesta secao, construiremos relagoes que envolvem EF e DQ para sistemas quanticos
puros que envolvem 4 partes. Esperamos que as relagbes para 4 partes aparecam se-
guindo a mesma ideia das relagoes para 3 partes, ja que a ideia de estudar sistemas de
mais de duas partes é generalizar as teorias para emaranhamento. Dessa forma, é neces-
sario comecar pelos casos mais simples para entendermos a complexidade do problema
e suas particularidades.

Vamos estender a Eq. (3.10) para sistemas de 4 partes. Considerando um sistema
quantico puro de 4 partes abed e a Eq. (3.4), podemos escrever o emaranhamento entre

o sistema a e o sistema bc como sendo
Eape = 04a + Sald- (3.33)

Trocando bc por cd temos,
Ea,cd — 5;_“) + Sa|b. (334)

Seguindo o modelo de obtengao de relagdes de conservagao, somando as equagoes (3.33)

e (3.34) chegamos a equagao
Ea,bc =+ Ea,cd - 5(;41 - 55[; = Sa|d + Sa|b- (335)

Porém quando reescrevemos a Eq. (3.35) as entropias nao se anulam, aparecendo

na verdade, uma subaditividade forte da entropia de von Neumann,

Ea,bc + Ea,cd - 55:(1 - Jb = Sab - Sb + Sad - Sd (336)
= S — Sy +Spe — Sape >0 (337)

Assim notamos que, para sistemas de 4 partes, onde consideramos o emaramanhento
de um sistema com outro sistema de duas partes, a soma dos emaranhamentos é maior
que a soma das discordia. Em outras palavras, a soma dos emaramanhentos é limitado

inferiormente pela soma da aquisicao de informacao por medidas locais, portanto
Ea,bc + Ea,cd Z 5c?d + 5;_“, (338)

Além disso, também podemos considerar outras possibilidades de EF. Considerando
o EF de um sistema com outro sistema individual, e pela Eq. (3.4), obtemos as seguintes

equacoes

Ea,b = 5(;cd + Sa\cd (339)
Eac = 0apa + Salba- (3.40)
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Somando as Egs. (3.39) e (3.40), temos
Eop+ Eae = Ogjca = Oappa = Sajed + Salpd- (3.41)
Novamente podemos analisar separadamente a soma das entropias e vericamos que
Sajed + Sajpd = Sacd — Sca + Sava — Sbd = Sacd — Sed + Se — Sae <0, (3.42)
pois é uma subaditividade forte com sinal invertido. Com isso temos

Ea’b + E%C < (5% + 5;1bd7 (3.43)

—= Yaled

mostrando que dependendo da configuracao das partes do sistema a soma de emara-

nhamento é menor que a soma das discordia.

Como observamos, as Egs. (3.38) e (3.43) mostram somas de emaranhamento da
parte a do sistema com outras particoes do sistema, onde no primeiro caso temos a
parte a emaranhada com duas particoes do sistema, sendo elas bc e cd, no segundo caso,

temos a parte a emaranhada com as partes b e c.

Vamos agora obter uma relacao que envolva todas as demais parti¢coes do sistema.
Para isso temos para completar as relacoes do primeiro caso. Fazendo a particao a com

bd, que resulta na equacao
Ea,bd = 5;TC + Sa‘c. (344)

Para as particoes do segundo caso, resta escrever a relacao de emaranhamento entre a

e a parte d do sistema abcd, dada por
Eaa = 0ajpe + Sajpe- (3.45)
Observe que se somarmos as Eqgs. (3.33), (3.34) e (3.44), obtemos

Ea,bc + Ea,cd + Ea,db - 5;_|b — 05— 5;11 - Sa|b + Sa|c + Sa|d‘ (346)

ale

Se reescrevermos a soma das entropias condicionais da equagao (3.46) e fizermos as

mudancas adequadas podemos reescrevé-la como sendo,
Sa\b + Sa‘c + Sa|d = Sa\b + Sa‘c + Spq— Sqg = Sa|b + Sa|c — Sa\bc >0, (347)

que ¢ uma das formas da subaditividade da entropia condicional [36]. Dessa forma
obtemos a equacgao
Ea,bc + Ea,cd + Ea,db > 557() + os + 5;Td (348)

ale
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Similarmente, somando as Eqs. (3.39), (3.40) e (3.45), obtemos a equagao

Ewp+ Eoct+ Eoag <0ipe+ Ontead + 6§bd. (3.49)

albe aled

Inicialmente, como mencionado, o resultado esperado era de relacdes que envolves-
sem igualdades entre somas de emaranhamentos e somas de discérdias, ja que tinhamos
a esperanca de as equagoes para sistemas com mais de trés partes fossem parecidas com
as concebidas em [20| que relaciona EF e DQ para sistema puros de 3 partes. Essas
particularidades de sistemas de 4 partes torna a generalizacao dessas relagoes entre EF
e DQ mais complicadas, pois temos agora desigualdades e diferencas entre as diferentes
particoes do sistema.

Por outro lado, se escrevermos a equacao
Ea,b + Ea,c + Ea,d - :ITbc - (<l_|cd - 5:1_‘1)11 = Sa|bc + Sa|0d + Sa|bd’ (350)

que é o resultado da soma das Eqs. (3.39), (3.40) e (3.45). Somando as Egs. (3.46) e

(3.50), obtemos uma relacao de igualdade para sistemas com 4 partes, dada por
Ea,bc + Ea,cd + Ea,db + Ea,b + Ezz,c + Ea,d = 5;_|b + 6;_|c + 5:1_\d + 6:z_|bc + 5:1_\cd + 6:z_|bd? (351)

pois a soma das entropias se anulam, como podemos ver abaixo

Sa\b + Sa|c + Sa|d + Sa|bc + Sa|cd + Sa|bd =
Sab - Sb + Sac - Sc + Sad - Sd + Sabc - Sbc + Sacd - Scd + Sabd - de -
Sap — Sp+ Sae — Se 4+ Saa — Sa+ Sq— Saa + Sp — Sap + Se — Sue = 0.

A Eq. (3.51) mostra que a conservagao entre EF e DQ é obtida para sistemas de 4
partes considerando a soma de todas as combinacoes de EF e DQ de diferentes formas

de particionar o sistema abcd.

3.2.1 Prova alternativa para subaditividade

da entropia condicional

Na obtencao da Eq. (3.49) utilizamos um resultado provado na Ref. [36]. Va-
mos agora utilizar os recursos desenvolvidos nessa dissertacao para fornecer uma prova

alternativa para essa relacao de subaditividade da entropia condicional.

Corolario 5 Para um sistema tri-partido abc temos que a entropia condicional € suba-
ditiva, isto é€,
Sa\bc < Sa|b + Sa\c (352)
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Prova: Dado um sistema de 4 partes abed, podemos obter as seguintes subaditividade

forte da entropia de von Neumann

Sald + Sap = Sad — Sa + Sav — Sp = Spe — Sape + Sap — Sp > 0 (3.53)
Sa|cl + Sa\c = Sad - Sd + Sac - Sc = Scb - Sacb =+ Sac - Sc >0 (354)
Sale + Safp = Sac — Se + Sap — Sp = Spa — Sapa + Sap — Sp = 0. (3.55)

Observe que somando as Eqgs. (3.53), (3.54) e (3.55) obtemos
Sa|b + Sa|c + Sa|d > 07 (356)
que pode ser reescrita como sendo

Sa\b + Sa\c + Sa|d = Sa\b + Sa\c + Sad - Sd = Sa|b + Sa|c - Sa\bc > 0. (357)

3.2.2 Relacoes ciclicas para 4 partes

Considerando um ciclo de IIL por medidas no sentido horério (...d - a — b — ¢ —
d— a...) e 0s EFs (a — bc,b — cd, ¢ — da,d — ab), podemos escrever da relacao

fundamental entre EF e D(Q as seguintes equacoes

Ea,bc = 6@Td + Sa\d
Eb,cd = 5I<)|_a + Sb|a
Ec,da = 5% + Sc\b

Eiow = 550 + Sale-

3.58
3.59
3.60
3.61

o~~~ o~
e S N e

Somando as Eqgs. (3.58) até (3.61), nés obtemos,

Ea,bc + Eb,cd + Ec,da + Ed,ab - (Zd - 5:1_\0 - CWJ - 51;]; = Pald + Sb|a + Sc|b + Sd\c (362)

Podemos reescrever a soma das entropias da Eq. (3.62) como sendo positiva, pois
por meio da decomposicao de Schimdt (Sec. 2.2.4) percebemos que elas podem ser

expressadas como duas subaditividades forte da entropia de von Neumann. Observe
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que

Sald + Stla + Seip + Saje
= Sad — Sa + Spa — Sa + Sep — Sp + Sae — Se
= (Sta + Seb — Sy — Sa) + (Sag + Sae — Sa — Se)
= (Sab + Spe — Sy — Sape) + (Spe + Sea — Se — Spea) > 0.

Portanto para ciclos fechados de discordias para sistemas de 4 partes, temos também a

desigualdade
Ea,bc + Eb,cd + Ec,da + Ed,ab Z 5(Zd + 5% + 50?7 + 550 (363)

Como as desigualdades ocorreu para o caso ciclico de 4 partes, mostra-se ser uma par-

ticularidade de sistemas de ntimero par de partes.

Vamos agora obter uma equagao andloga a Eq. (3.63) com medidas no sentido anti-
horério para o ciclo de IIL (...d <~ a < b < ¢ < d < a...) e 08 EF (d — bc,a —>
cd,b — da,c — ab), podemos escrever as seguintes equagoes fundamentais entre EF
e DQ

Eqpe = Ogo+ Sala (3.64)
Eaet = 05+ Sap (3.65)
Eyga = Opjc+ She (3.66)
Eeah = 644+ Seja- (3.67)

Somando as Eqgs. de (3.64) até (3.67), nés obtemos
Ed7bc + Ea,cd + Eb,da + Eqab - 5¢<j_|a - 2|_d - 51;; - ;_|b = Sd|a + Sa\b + Sb\c + Sc|d- (368)

Reescrevendo a soma das entropias da Eq. (3.68) e usando a decomposigao de Schimdt
(Sec. 2.2.4) percebemos que elas também podem ser expressadas como duas subaditi-

vidades forte da entropia de von Neumann,

Sdla + Sajp + Spje + Seja
= Sda — Sa + Sab — So + Sbe — Se + Sea — Sa
= (Sap + Seb — Sy — Sa) + (Saq + Sea — Sa — Se)
= (Sab + Spe — Sy — Sape) + (Spe + Sea — Se — Spea) > 0.

Isso nos leva a

Ed,bc + Ea,cd + Eb,da + Ec,ab Z 5CZ¢1 + 6ch + 6[?0 + 6(?{)' (369)
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Vamos considerar agora um ciclo no sentido horéario com medidas em sistemas duplos
afim de determinar a IIL para o sistema seguinte. Dado o ciclo, (...(ab) — ¢,(bc) —
d,(cd) — a,(da) — b, (ab) — c...). Temos entdo que fazer outras parti¢coes do sistema
para o EF. Considerando os EF da forma (¢« — b,b — ¢,¢ — d,d — a), teremos

3.70
3.71
3.72
3.73

Eop = Ogeat Saled
Eye = Opjaa + Shida
Eeq = 0fap + Sejab
Eia = 655+ Sne

(3.70)
(3.71)
(3.72)
(3.73)

De forma que, se somarmos as Eqs. de (3.70) até (3.73), obtemos,
Eup+Eyet+Eeg+ Eqq— ;_|cd — 5&76 — (<:|_ab — 61<)|_da = Sajed T Sblda + Sejab + Sajpe- (3.74)

Novamente, analisando a soma das entropias condicionais separadamente, percebemos

que

Saled + Sblda + Sejab + Sdjpe
= Sucd — Sed + Sbda — Sda + Seab — Sab + Save — Sep
= (Sacd = Sea = Sdaa + Seab) + (Svda — Sab — Sep + Save
= (Sade — Sae — Sad + Sa) + (Spad — Sta — Sad + Sa) < 0.

que correspondem a duas subaditividades fortes com sinais invertidos. Logo, a relacao

ciclica para essa configuracao de particoes é

Ea,b + Eb,c + Ec,d + Ed,a < oe + 5@(1 + o5 + (5%0. (375)

aled clab

Conforme esperado, é andloga a relagao de desigualdade da Eq. (3.49). Observamos

que essa relagao ciclica também tem medidas no sentido horéario.

Ja para o ciclo (...a < (bc),b < (cd),c < (da),d < (ab),a < (bc)...), onde realiza-
mos medidas em sistemas duplos no sentido anti-horario devemos escrever as seguintes

relagoes

3.76
3.77
3.78
3.79

Eya = O54e + Shlde
Ecp = 0faq + Selad
Eae = O3pa + Sappa
Eoa = g+ Sajeb-

e~~~ o~
e S N e
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Somando de (3.76) até (3.79), obtemos,
Eb at Ec b+ Ed et Ea d b|dc CTad - aba - 5(;617 = Sb|dc + Sc\ad + Sd\ba + Sa|cb- (380)

A soma das entropias condicionais na Eq. (3.80) é negativa, conforme podemos ver

Shide + Selad + Sajpa + Sajer =
Stde — Sde + Sead — Sad + Sdba — Sba + Sach — Sep =
(Scad = Seb — Sba + Sacv) + (Sbed — Sad — Sbe + Sdab) =
(Sabe = She = Sap + Sp) + (Shed — Sbe — Sea +5c) <0

que correspondem a duas subaditividades forte negativas. Assim, teremos a relacao

ciclica no sentido anti-horario, que é dada por

Eba + EC bt Ed et Ea d < 5a\bc + 5b\cd + 5c\da + 55@1)‘ (381)

Sabemos que o emaranhamento é simétrico, isto ¢, Ej, , = F, . Sendo assim, os esses

dois ciclos (horario e anti-horario) sdo limitados inferiormente pela mesma quantidade.

Por analogia a Eq. (3.51) podemos obter uma equacgao de conservacao para EF e DQ

para sistemas ciclicos. Para o sentido horario, somando as Eq. (3.62) e (3.74), obtemos

Ea,bc + Eb,cd + Ec,da + Ed,ab + Ea,b + Eb et Ec d+ Eda =
ald T Obja + 00 + 01 T Oajea + Opjaa T Oejap T Oppes

e para o sentido anti-horario, somamos as Eq. (3.68) e (3.80) temos

Ed,bc + Ea,cd + Eb,da + Ec,ab + Eb,a + Ec b+ Ed et Ea d =
dla T Ocia T Opje + 05 + Oaipe + Opjca + 00 T Ogpap-

3.3 Relacoes para sistemas puros de 5 partes

Para estudar as relacoes entre EF e DQ de sistemas de 5 partes, vamos considerar

um sistema puro abcde. Vamos considerar também as particoes do sistema de uma parte
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com outro sistema contendo duas partes, assim escrevermos as seguintes equagoes

Eupe = 6+ S (3.82)
Eade = Ogpp. + Saloe (3.83)
Eopa = 05 + Sajee (3.84)
Eqce 5a‘bd + Sajpd (3.85)
Bupe = 8500+ Sajed (3.86)

(3.87)

acd 6(1‘56 + Sa\be-

Somando as Eqgs. de (3.82) até (3.87) teremos

Ea,bc + Ea,de + Ea,bd + Ea ce T Ea be T Ea cd
- 5z<z_|de + a\bc + 5a\ce + 5a|bd + 5a|cd + 5a\be
Sa|de + Sa|bc + Sa|ce + Sa\bd + Sa\cd + Sa\be-

Reescrevendo a soma das entropias condicionais percebemos que elas se anulam,

(Sa|de + Sa|bc) + (Sa|ce + Sa\bd) + (Sa\cd + Sa\be)
— (Sade - Sde + Sabc — Sbc) + (Sace — Sce + Szzbd - de) + (Sacd — Scd + Szzbe - Sbe)
= (Sbc - Sde + Sde - Sbc) + (de - Sce + Sce - de) + (Sbe — Oed T Scd - Sbe) = 0.

Logo, para um sistema puro abcde a relagao entre EF e DQ é

Ea bc+Eade + Ea bd+ Eace +Ea be +Eacd (388)
a\de + 5a|bc + 6a|ce + 6a|bd + 5a\cd + 5a|be (389)

3.3.1 Relacgoes ciclicas para 5 partes

Assim como para os outros casos de 3 e 4 partes, onde construimos relagoes que
envolvem ciclos fechados de discordias, vamos considerar a sequéncia ciclica de discordia
para o sistema quantico puro abcde. Para isso vamos escrever as seguintes relacoes entre
EF e DQ

Eobe = 64jqe + Sajde (3.90)
Eycd = Oyjeq + Slea (3.91)
Eede = 0cjap + Sclab (3.92)
Edea = 0gpe + Sajpe (3.93)
Eeab = 0¢jca + Sefcd- (3.94)
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Somando as Eqgs. de (3.90) a (3.94) temos

Ea,bc + Eb,cd + Ec,de + Ed ea T E@ab
— 6a|de + 6I<)|_ea + 52_17 + 5d|bc + 5e|cd
+ Sa|de + Sb\de + Sc\ab + Sd|bc + Se|cd7

Novamente, resolvendo a soma de entropias condicionadas separadamente teremos

Sa\de + Sb|ea + Sc|ab + Sd|bc + Se|cd
= Pade — Sde + Sbea - Sea + Scab - Sab + Sdbc - Sbc + Secd - Scd
+ Sbc - Sde + Scd - Sea + Sde - Sab + Sea - Sbc + Sab - Scd =0.

Logo, para o caso ciclico de 5 partes temos
Ea,bc + Eb,cd + Ec,de + Ed,ea + Ee,ab a\de + 5b|ea + 6C\ab + 6d|bc + 5e\cd7 (395)
que é uma relacao com medidas ciclicas no sentido horéario.

Similarmente, podemos construir uma relacao para o ciclo no sentido anti-horéario.

Partindo das seguintes equacoes

Egde = 5;_|cb + Salcb (
Epea = Opjge + Shlac (3.97
Eeab = 0jeq + Seled (
Eape = Ogjac + Sdjac (
Eeca = 6pa + Sefpa- (3.100

temos que a soma das Eqs. de (3.96) a (3.100) resulta

Ea,de + Eb,ea + Ec,ab + Ed be T Ee ,cd
= a|cb + 6b|dc + 5 led + 5d\ae + 6e\ba
+ Sa\cb + Sb|dc + Sc\ed + Sd|ae + Se\baa

Novamente, notamos que a soma das entropias condicionais desaparece,

Sa\cb + Sb|dc + Sc\ed + Sd|ae + Se\ba
= Sacb - Scb + dec - Sdc + Sced - Sed + Sdae - Sae + Seba - Sba
+Sde_ cb+Sae_Sdc"'Sab_Sed+Sbc_Sae+Scd_Sba:07
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logo,

Ea,de + Eb,ea + Ec,ab + Ed,bc + Ee,Cd 6a\cb + 5b\dc + 5c|ed + 5d|ae + 5e|ba

3.4 Sistemas puros de 6 partes

Afim de entender o padrao das relacoes entre sistemas quanticos multi-partidos,
analisamos sistemas de 4 e 5 partes. Notamos que sistemas de 4 partes apresenta
particularidade em relacao a sistemas de 3 e 5 partes. Os sistemas de 3 e 5 partes
apresentaram relacoes de igualdade entre EF e DQ), ja o sistema de 4 partes apresentou
desigualdades, sendo que, dependendo de como particionamos o sistema, teremos que a
soma dos EFs serd maior que as DQs ou que a soma das DQs serd maior que a soma
dos EFs. Sendo assim, agugou nossa curiosidade em estudar como essas relagoes se

comportam para um sistema puro de 6 partes.

Dado um sistema de 6 partes, representado pelos ntimeros 123456. Escrevendo as
combinagoes simples de EI" do tipo Eyj;j;, onde i # j # k # 1 e sao as demais partes

do sistema. De forma que, da relagao fundamental entre EF e DQ, teremos as seguintes

equacoes

B 234 = 0756 + S1js6 (3.101)
B 456 = 073 + S1j23 (3.102)
B 315 = 076 + S1j26 (3.103)
Ei 562 = 51T34 + 51|34 (3.104)
E 236 = 51‘45 + Shjas (3.105)
Fyous = 51‘36 + S1i36 (3.106)
Fi 346 = 51‘25 + S1j2s (3.107)
B 235 = 0746 + S1jas (3.108)
B 246 = 0735 + Stz (3.109)

(3.110)

E17356 (51|24 + 51‘24. 3.110

Analisando somente a soma das entropias condicionais de (3.101) até (3.110) percebemos
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que

(S1s6 + Sij2s) + (S1j26 + S1jza) + (S1jas + Sipze) + (Sij25 + Shjae) + (Sijss + Sijea) =
(S156 — Ss6 + S123 — S23) + (S126 — Sa6 + S134 — S34) + (S1a5 — Sas + Si36 — S36)
+ (Si25 — S2s5 + S1a6 — Sas) + (S135 — S35 + Si24 — S24) =
(S234 — S1234 + S123 — So3) + (Ss45 — Sizas + S134 — Sz4) + (Sze2 — S1362 + S136 — S36)
+ (Sa63 — S1a63 + S1a6 — Sae) + (S2a6 — S1246 + S124 — S24) > 0,

ou seja, temos 5 subaditividades forte da entropia de von Neumann. Isso implica que se
somarmos as Egs. de (3.101) a (3.110) obtemos uma equagao em que a soma dos EFs

é maior ou igual que a soma DQs,

E o34 + Eiase + 1345 + B se2 + Eiose + Eroas + Eigas + B35 + Eyoae + Eigse
> 5i_|56 + 51723 + 5i_|26 + 51734 + 5i_|45 + 51_\36 + 5i_|25 + 51746 + 5<1_|35 + 51724' (3.111)

Observe que podemos utilizar outro artificio para obter essas EQs. Podemos obter
a relacao
E1 231+ E1as6 > 5ﬁ56 + 5ﬁ23»

da equacao de 4 partes
Ea,bc + Ea,cd > 5;_|d + 5:1_|b7

fazendo a como o sistema 1 e particionar o sistema 123456 em trés partes, de forma que
podemos associar o sistema bc ao sistema 234 e analogamente o sistema cd a 456. Ja
para as discordias, a letra d assume o papel do sistema 56 e b de 23, ja que a parte que

se repete para o EF é o sistema c.

Outra particao do sistema nos conduz a resultados em que a soma das DQs é maior

que a soma dos EF. Considere o sistema 1 emaranhado com um sistema duplo, da
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relacao fundamental entre EF e DQ temos

— S

E1,23 - 51|456 + 51\456
— S

E1,56 - 51|234 + 51\234
— S+

E1,26 - 51|345 + 51\345

J— <
Ei34 = 51|256 + S1j256

Somando as entropias condicionais da Eq. (3.112) até (3.121), temos que

(S1as6 + S1j234) + (S1j345 + S1j256) + (S1j236 + S1j245) + (S1j346 + S1j235) + (S1j246 + S1j356) =
(S1456 — Sase + S1234 — Sa3a) + (1345 — Sza5 + S1256 — Sase) + (S1236 — Saze + S1245 — Soas)
+ (S1346 — S3a6 + S1235 — Sa3s) + (S1246 — Saa + S1356 — S356) =
(S1560 — Sus6 + 56 — Ss61) + (S1345 — Sza5 + Sza — S134) + (S1362 — S236 + S36 — S361)

+ (S1463 — S3a6 + Sas — Sae1) + (S1246 — Soa + S2a — S124) < 0.

Dessa forma, se somarmos as Eqgs. de (3.112) a (3.121) temos

Ero3+ Eis6 + Ero6 + Eiga + Evas + Eise + Eros + Erag + Eigs + Eioa <
i_|456 + 5?234 + 517345 + 51_\256 + 51_\236 + 517245 + 6<1_|346 + 5i_|235 + 6i_|246 + 5i_|356' (3.122)

3.4.1 Relacoes ciclicas para 6 partes

Vamos construir também relacoes que envolvem ciclos fechados de DQs para sistemas
de 6 partes e verificar se os resultados sao analogos aos de 4 partes, assim como as

relacoes ja mostradas na secao 3.4.

Considerando o ciclo (... = 1 -2 -3 -4 -5 —= 6 — 1 — ...), podemos
realizar medidas duplas em sistemas subsequentes no sentido horario do ciclo de forma

a determinar a quantidade de IIL do sistema seguinte. Essas medidas sao equacionadas
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pela relacao fundamental entre EF e DQ

Fi 934 = 51756 + 5156 ( )
Es 345 = 52761 + So61 ( )
Es 456 = 53?12 + S3)12 ( )
By 561 = 043 + Sajos (3.126)
Es610 = 55734 + Ss)34 ( )
Eg 193 = 5545 + Sejas- ( )

Fazendo a soma das Eqgs. (3.123) a (3.128), percebemos que a soma das entropias

resultam em

S1s6 + So61 + 312 + Saj23 + Ssj34 + Sejas =
S156 — Ss6 + 261 — Se1 + 312 — S12 + Saaz — Sz + S534 — S34 + Seas — Sus =
(S156 — Se1 + Sag1 — S34) + (Sz12 — S12 + S534 — Sus) + (Sa23 — Saz + Seas — Ss6) =
(Se15 — Se1+ S261 — S2615) + (S123 — S12 + Se12 — Sa126) + (S234 — S23 + S123 — S1234) > 0.

Logo podemos concluir que

E 234 + Ey 345 + B3 456 + Eas61 + Es 612 + Eg 123 >
01j56 + 61 + 03112 + Oija3 + 0534 + g5 (3.129)

Considerando agora o ciclo (... 6 —+5—-4—-3—2—1— 6 — ...), podemos
também fazer medidas duplas em sistemas subsequentes, s6 que agora seguindo o sentido
anti-horéario do ciclo. Temos que as respectivas relagoes fundamentais entre EF e DQ

para esse sao

Ey193 = 54|65 + Syjes (3.130)
Es 934 = 03] 516 T Ss)16 (3.131)
FEe 345 = 56|21 + Sg)21 (3.132)
Ev456 = 8{js5 + Sija2 (3.133)
B 561 = Ogp43 + Sajas (3.134)
Es610 = 53|54 + S3)54. (3.135)

Analogamente, a soma das entropias pode ser agrupadas em 3 subaditividades forte da
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entropia de von Neuammn, resultando

Syje5 + Ss)16 + Sej21 + S1jz2 + Sojaz + S354 =
Saes — Ses + S516 — S16 + Se21 — S21 + S132 — S32 + S243 — Suz + Sz5a — Osa =
(Sia65 — Ses + Soaz — S32) + (S350 — S21 + S132 — Ss4) + (Ss516 — Si6 + Se21 — Su3) =
(Sa65 — S5+ 651 — Saes1) + (Se21 — Sa1 + S213 — S6213) + (S516 — S16 + S162 — Ss162) > 0.

Logo
FEi as6 + Ease1 + B3 612 + Fy193 + Es 934 + Eg 345 >

O1jg2 + 0343 + 0354 + Oijes + I516 + Ojar- (3.136)

Para os ciclos apresentados acima, podemos também obter a IIL de um sistema
realizando medidas triplas com sistemas subsequentes. Onde para o primeira caso, no

sentido horario temos as seguintes relacoes fundamentais EF e DQ

B 93 = 07456 + Stjase (3.137)
B30 = 03561 + 2561 (3.138)
Fs 45 = 53|612 + S3i612 (3.139)
Eys6 = 54|123 + Syj123 (3.140)
FEs61 = 55|234 + Ss|234 (3.141)
Eo12 = 05345 + Sejaas- (3.142)

Somando as Egs. (3.137) até (3.142), e analisando a soma das entropias separadamente

observamos que

S1jase + Sajs61 + S3j612 + Suj123 + Ssj234 + Sej3a5 =
S1as6 — Sas6 + S2561 — Ss61 + S3612 — Se12 + Sa123 — S123 + O5234 — S234 + Sp3a5 — S345 =
(Sa561 — Ss61 + 5234 — Se12) + (S3612 — S123 + Se345 — S345) + (S1456 — Sus6 + Sa123 — S234) =
(S2165 — S216 + S16 — S165) + (S3126 — S312 + S12 — S126) + (S1234 — S123 + S23 — S234) < 0.

Assim concluimos que também ha uma relacao ciclica para essa configuragao de discérida

que é dada por

Ero3+ Eoga + Esas + Ease + Esp1 + g2 <
01456 T+ O3j561 + O3j612 T Oaj23 + O5234 + Ogjaas- (3.143)

Dessa forma obtemos a relagao ciclica no sentido horério para esse tipo de particao no
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sistema.

De forma anéloga, podemos também obter também a relacao ciclica no sentido anti-

horario escrevendo e somando as seguintes equacoes

Es19 = 53‘654 + S31654 (3.144)
B3 = 0165 + Sapies (3.145)
FEs34 = 55‘216 + Ss)216 (3.146)
FEeu5 = 56‘321 + Se|321 (3.147)
Ei 56 = 07, 1as2 T S1ja32 (3.148)
B 61 = 03543 + Saj543- (3.149)

Analisando as entropias condicionais da soma das Eqs. (3.144) até (3.149), percebemos

que

S1jaz2 + Sapsa3 + Sajesa + Sajies + Ssj216 + Sej321 =
S1aza — Sazz + S2543 — Ssa3 + S3654 — Se54 + Sa165 — S165 + 5216 — S216 + Se321 — S321 =
(S2543 — S165 + 5216 — S216) + (S3654 — S123 + Se321 — S345) + (Sus561 — Sase + S1234 — S234) =
(S2165 — S216 + S16 — S165) (S3126 — 312 + S12 — S126) + (S1234 — S123 + S23 — Sa34) < 0.

Portanto,

B 56+ Eogr + Es10 + Eaog + Es 34 + Egas <
51|432 + 52|543 + 53|654 + 54|165 + 5&;216 + 5:3_\321- (3.150)

Os resultados para sistemas puros de 6 partes e de 4 partes sao analogos, ja que
podemos obter um resultado a partir do outro. Temos mostrado que essas relagoes
entre EF e DQ) para sistemas com niimero par de partes tem caracteristicas diferenciadas
dos sistemas puros com nimero impar de partes, ou seja, s6 conseguimos relagoes de
conservacao quando somamos todas as combinacoes de EF e DQ conforme mostramos
na Eq. (3.51). Percebemos que é possivel fazer uma generalizagao para relagoes entre
EF e DQ para sistemas de n partes, porém, quando n é impar, essa generalizacao é
simples e mostraremos na Sec. 3.5. Para sistemas onde n é par, a generalizagao é

complicada, mesmo conhecendo o padrao de obtencao dessas relacoes.

3.5 Generalizacao de Relacoes de EF e DQ

Ao estudarmos relacoes mateméaticas para sistemas fisicos que dependem da quan-

tidade de sistemas envolvidos, se j4 nao existe a relacao geral, temos curiosidade e
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necessidade de obter essa generalizagao, facilitando assim a aplicacao desses conceitos
em novas teorias. Quando se trata de emaranhamento multi-partido, a necessidade é
ainda maior, por esse conceito ser o meio fisico para a Computacao Quéantica. Ana-
lisando os resultados de distribuicao de emaranhamento e discordia para sistemas de
3,4, 5 e 6 partes percebemos padroes que mostraram que essas relagoes poderiam ser
generalizadas. Até o momento temos generalizado as relagdes que envolvem EF e DQ

para um sistema central e as combinacoes simples dos demais subsistemas.

3.5.1 EF e DQ para sistemas com nimero impar de partes

Considerando um sistema de N partes, representado por nimeros de 1 até N, onde
N é impar. Vamos particionar esse sistema em 3 partes, sendo a primeira parte, o
subsistema 1 como central, de forma que temos agora para as demais particoes um
numero par de subsistemas. Repartindo entao em partes iguais, olhando o ordenamento

dos sistemas, temos que M e M’ representam os sistemas do meio nessa ordem, e sao

dados por
Nl
2
e
M =M +1.

Podemos agora escrever as relacoes fundamentais entre EF e DQ para esse sistema,

fazendo as combinagoes simples possiveis.

(—
ELQ...M = 51\M/,,_N+51\M/...N
%
Exw.n = Op y+ Sip.m
—
Eio.vr = 51\M,,,N+S1\M...N
—
Eiv.n = (51\2,,,M/+Sl|2...M’
%
Evo.n = Oy + Stz mm
«—
Eivs. v = 51\2,,_N+S1\2..AN-
Estamos combinando N — 1 subsistemas em dois grupos de % subsistemas cada.

Observe que, somando todas as entropias condicionais dessas equagoes usando decom-
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posicao de Schimdt, obtemos

Simr..n + Sz + Siym.n + St + oo+ Stzmmr + Sip.N
= S1v.N = Swr.N+ S12.m — Sa.m + Siv. N — Smn + Sz — S
+ o+ S v — Sz v + S12. 8 — S2.N
= So.m — Svr.n+ Sur.n — S + S — SuN + Sun — Sa

+ oo+ S0 N — Sz mumr + Ssum — Sa.n = 0. (3.151)

Portanto, concluimos que para sistemas com quantidade impar de subsistemas, com um

sistema central o EF e a DQ se distribui na forma da equacao

L L
Y Eia =) 6, (3.152)

onde A; e €); sao todas as combinagoes simples possiveis do sistema de N partes. A

varidvel L é a quantidade de combinacoes possiveis, sendo dada por

N - 1)
(BFHUETHY

para N > 7, pois os casos de 3 e 5 partes sdo demonstrados na Ref. [20] e nesta

L= (3.153)

dissertacao respectivamente.

3.6 Emaranhamento e Trabalho

Na Sec. 2.5.1, discutimos o principal resultado da Ref. [50], sendo a Eq. (2.136),
que é dada por

AW = kp,T65, (3.154)

slar

onde s representa um sistema quantico e a um aparato de medida. Essa equacao re-
laciona o trabalho extra com a discérdia quantica, onde entende-se por trabalho extra
a diferenca entre o trabalho que um demoénio de Maxwell quantico pode extrair, em
principio, do sistema por operagoes globais (W?) e o trabalho que pode ser extraido

pelo demonio de Maxwell classico realizando medidas locais (W), que é dado por
AW =W —Wwe. (3.155)

Essa equacao mostra que o demodnio quantico consegue extrair mais trabalho que
o demonio classico, mostrando que a diferenca entre a eficiéncia dos dois é a discordia
quantica, que é a medida de correlactes que estamos estudando nesta dissertacao. Além

disso, fornece uma interpretacao alternativa para discordia quantica. A discordia é in-
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terpretada como a quantidade de informacao inacessivel localmente, porém, passa assim

a representar uma diferenca de trabalho, tendo entao conexao com a termodinamica.

Assim como fizemos a conexao de emaranhamento com discérdia, podemos construir
uma relacao entre emaranhamento e essa diferenca de trabalho. Escrevendo a discordia

na forma

63\(1 = BQAWSM; (3156)

onde 3y = é sendo que o indice 2 é uma adaptacao para lidar com o fato de a entropia

ser expressada em bits.

Para sistemas puros, das equacgoes (3.10), (3.27), (3.84), (3.49), (3.63), (3.75), (3.89),
(3.95), (3.111), (3.122),(3.129), (3.143), temos que para sistemas puros de 3 partes temos

Eop + Eqe = Bo( AWy + AWye). (3.157)

Para o caso ciclico no sentido horario de 3 partes temos
Ea,b + Eb,c + Ec,a = 62(AW0\(1 + AI/Vb|c + AWalb)7 (3158)
e no sentido anti-horério

Eop + Epe+ Eco = Po(AWyo + AWepp + AWgye). (3.159)

Para os sistemas de 4 partes nao temos relagoes com igualdades, e com as diferencas

associadas a cada tipo de emaranhamento, para o primeiro caso temos
Ea,bc + Ea,cd + Ea,db > BQ(AWMb + AVVCL|C + AVva|d)> (3160)

ja para o segundo caso a equacao ¢ analoga, com a particularidade de a soma das dife-
rencas dos trabalhos serem maior que a soma dos emaranhamentos, conforme podemos

ver nesta equacao dada por

Ea,b + Ea,c + Ea,d < 62(AWa|bc + AI/Va|cd + AT/V0L|bd>- (3161)

Para sistemas de 4 partes, e para seus respectivos casos ciclicos no sentido horario

temos

Eope + Epea + Ecda + Eaan > B2(AWaja + AW + AWy + AWy ) (3.162)

Eop+ Epe+ Eca+ Ega < Bo(AWyjeca + AWyiao + AWejap + AWappe). (3.163)
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Para o sentido anti-horario temos

Ed,bc + Ea,cd + Eb,da + Ec,ab > ﬁ?(AWcﬂa + AI/Vc\d + AI/Vb\c + AI/Va|b) (3164)

Ebﬂ + ECJ, + Ed,c + Ea,d < BQ(AWde + AWc\ad + AWb|dc + AWa|cb)' (3.165)

O caso de 5 partes é analogo ao de trés, a conexao de emaranhamento com a termo-

dinamica para sistemas quanticos puros de 5 partes é dado pelas duas equacgoes abaixo

Ea,bc + Ea,de + Ea,bd + Ea,ce + Ea,be + Ea,cd
= /82(AWa|de + AVVa|bc + A‘/Va\ce + A‘/Va\bd + AVVCL|cd + AW(I“)@)‘

Onde o caso ciclico no sentido horario é

Ea,bc + Eb,cd + Ec,de + Ed,ea + Ee,ab
- BQ(AWaMe + AV[/b\ea + AI/Vc\ab + AVVd|bc + AWe\cd)

e no sentido anti-horario

Ea,de + Eb,ea + Ec,ab + Ed,bc + Ee,cd
= ﬂQ(AWe\ba + AVVd|ae + AI/Vc|ed =+ AI/Vb|dc + AI/Va|cb)-

Por fim, temos as relagoes que envolvem sistemas puros de 6 partes, onde sua relacao

com a termodinamica é dada por

Ei 934 + Eiase + B 345 + Fise2 + B 236 + Eroas + Eigas + B o35 + Eraae + B 356
> Bo(AWhis6 + AWijag + AWija + AWijga + AWys5
+ AWy36 + AWijos + AWie + AWqjss + AWijas),

para a outra forma de emaranhamento nos temos

Er o3+ Eis6 + Eros + Eisa + Eyas + Eise + Eros + Erae + Eiss + Eioa
< Bo(AWhjase + AWijaga + AWijsas + AWijase + AWiji36+
AWijoas + AWijaae + AWijags + AWijoae + AWijsse).
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Para as relacoes ciclicas de 6 partes temos quatro casos. Para o sentido horario temos

Eh 934 + Eo 345 + B3 456 + Eas61 + L5612 + Ee 123
> Bo(AWijs6 + AWyps + AWsj1g + AWyjog + AWsjzs + AlWgpas),

E1o3+ Eoga + Es s + Eyse + Ese1 + Eg2
< Bo(AWhjase + AWase1 + AWsig12 + AWyji9s + AWsjags + AWgjass).

Para o sentido anti-horéario temos

E as6 + Ease1 + Esgi2 + Eai23 + Es 234 + Eg 345
> Bo(AWgi21 + AWsi61 + AWyjes + AWssy + AWoag + AWy 32)

Er56 + Eog1 + E312 + Fa3 + Es 34 + Eg s
< Bo(AWia1 + AWsj216 + AWaprgs + AWsjesa + AWopsaz + AWijaz0).

Com essas equagoes, fornecemos também uma interpretagao operacional para o ema-
ramanhento de formacao, ou seja, somas de emaramanhentos estao ligados a somas de

diferencas de trabalho termodinamico.






Capitulo 4
Consideracoes Finais

Nos obtemos relacoes que envolvem somas de emaranhamento de formacao e discor-
dia quantica para sistemas de 4, 5 e 6 partes. Mostramos como essas quantidade sao
distribuidas nesses sistemas. Evidenciamos as particularidades que sistemas quanticos
de 3 e 5 partes possuem em relagao aos sistemas de 4 e 6 partes. No primeiro caso, mos-
tramos que as relagoes apresentam igualdades, ja no segundo caso temos desigualdades.

Mostramos também, que, para esses sistemas, quando escolhemos uma particula
central. O caso de 5 partes, mostra ser um caso particular do de 3 partes, pois parti-
cionamos o sistema em trés partes, de forma que a primeira parte é a central, e os 4
sistemas restantes dividimos em partes iguais, dessa forma, utilizando a relagao funda-
mental entre EF e DQ, fazemos todas as combinacoes simples possiveis o que resultou
em uma relacao onde a soma dos emaranhamentos bipartidos do sistema se conserva
na mesma proporc¢ao da soma das discordias calculadas da parte central escolhida. Isso
mostra uma profunda ligagao entre essas duas medidas de correlagoes quanticas (EF e
DQ). Quando estudamos os sistemas de 4 e 6 partes, que sdo pares, essa conservacao
nao é verificada quando consideramos somente um tipo de particao do sistema. Ob-
servamos que que dependendo de como particionamos o sistema, aparecem relacoes em
que a soma dos emaranhamentos é limitada inferiormente pela soma das discérdias ou a
soma dos emaranhamentos sao limites inferior para a soma das discordias. No entanto,
quando somamos as relacoes obtidas pelos dois tipos de particao, obtemos a pretendida
lei de conservacao entre EF e DQ.

Apresentamos relacoes que envolvem medidas em um ciclo de informacao inacessivel
localmente para sistemas de 4, 5 e 6 partes. Onde, o sistema de 5 partes, apresenta
relacoes analogas ao de 3 partes. Para sistemas de 4 e 6 partes, novamente temos
relacoes de desigualdades. As relagoes obtidas para esses sistemas com nimero par de
partes mostraram a mesma caracteristica de depender de como realizamos a medida para
aferir a discordia, podendo obter relacoes onde a soma de IIL seja maior que a soma dos
emaranhamentos, ou menor. O conceito de fluxo de IIL tem importante interpretacao

em como ocorre a distribuicao das correlacao quando medidas quanticas sao realizadas.
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Mostrando que é possivel quantificar o quanto o sistema quéantico é afetado por medidas
locais.

Utilizando o conceito de que demonios de Maxwell quantico e classico podem extrair
trabalho de um sistema, sendo a diferenca entre a eficiéncia de um e do outro dado
pela discordia quantica, aproveitamos para conectar essa diferenca de trabalho com o
emaranhamento de formacao. Mostrando assim, que essas mesmas quantidades podem
ser expressadas como soma de diferencas de trabalho termodinamico.

Por fim, comecamos esse trabalho acreditando que seria facil fazer a generalizacao
dessas relacoes para multi-partido. As particularidades dos sistemas com quantidade par
e impar de subsistemas estudados, tornou essa generalizagao um pouco mais complexa
que esperavamos. Contribuimos significativamente para a compreensao de como ocorre
a distribuicao de emaranhamento e de discordia quantica em sistemas puros multi-

partidos e mostramos um caminho para a generalizacao dessas relagoes.
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